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Partie Il: CERCLE TRIGONOMETRIQUE

Objectifs d’apprentissages Contenus Observations
o Utiliser e Cercles trigonométriques Formules :
convenablement les inci ’ »
o N jeiseipalofdiun - des angles associés
formules angle oriente.

trigonométriques face a - d’addition

une situation donnée. . o .
e Formules trigonométriques | - de duplication

I. Cercle trigonomeétrigque

1. Définition
Le cercle trigonométrique est un cercle qui permet d'illustrer et de définir des notions comme celles
d'angle, deradian et les fonctions trigonométriques : cosinus, sinus, tangente. Il s'agit du cercle dont
le rayon est égal alet qui est centré sur l'origine du repere, dans le plan usuel muni d'un

repére orthonormé.
Dans le plan muni d’un repére orthonormé (O ; i ; j) et orienté dans le sens direct, le cercle

trigonometrique est le cercle de centre O et de rayon 1.
Sur un cercle, on appelle sens direct, sens positif ou sens trigonométrique le sens contraire des

aiguilles d’une montre.

2. Propriété :

Un angle plein (tour complet) mesure 2t radians.

Démonstration :

La longueur du cercle trigonométrique est égale a 2.


https://fr.wikipedia.org/wiki/Cercle
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https://fr.wikipedia.org/wiki/Sinus_(math%C3%A9matiques)
https://fr.wikipedia.org/wiki/Tangente_(trigonom%C3%A9trie)
https://fr.wikipedia.org/wiki/Rayon_(g%C3%A9om%C3%A9trie)
https://fr.wikipedia.org/wiki/1_(nombre)
https://fr.wikipedia.org/wiki/Rep%C3%A8re_affine
https://fr.wikipedia.org/wiki/Plan_euclidien
https://fr.wikipedia.org/wiki/Base_orthonormale

En effet, son rayon est 1 donc P = 2nR =2t x 1 = 2.

Or la longueur d'un arc et la mesure de I'angle qui I'intercepte sont proportionnelles. Comme 1 radian

est la mesure de I'angle qui intercepte un arc de longueur 1 sur le cercle trigonométrique, on en déduit

que la mesure de I'angle plein est égale a 2 radians.

3. Correspondance degrés et radians

Ainsi, a 2t radians (tour complet), on fait correspondre un angle de 360°. Par proportionnalité, on

obtient les correspondances suivantes :

Mesure en | O 30° 45° 60° 90° 180° 360°
degrés
Mesure en | 0 & = E 1 T 2T
. 6 4 3 2
radians

Il. Angle orienté

1. Mesures

a. Cas d'angles orientés de norme 1




On munit le plan d’un repére orthonormé (O ;i ; j) et orienté dans le sens direct.

On considere le cercle trigonométrique de centre O.

Au point d'abscisse x de la droite d'enroulement, on fait correspondre le point M du cercle.
Au point d'abscisse y de la droite d'enroulement, on fait correspondre le point N du cercle

i et v sont les vecteurs de norme 1 tels que i =OMet 4 =ON .

Définition : Une mesure de I'angle orienté (i ,7)est y — x.
Propriété : On note o une mesure de l'angle orienté (u, v).

Toute mesure de I'angle orienté (i, ¥) est de la forme a+ 2kt ol k est un entier relatif.

Exemple : On fait correspondre le point M du cercle a deux points d'abscisses x et X' de la droite
d'enroulement.

Ona: x' =X + 2kitt ou k1 est un entier relatif.

On fait correspondre le point N du cercle a deux points d'abscisses y et y' de la droite d'enroulement.
Ona: y' =y + 2k.1t ou k2 est un entier relatif.

Alors y — x et y' — x" sont deux mesures de I'angle orienté (u ; v).

Etona: y—x =y—x+2(ko— ki)n=y — x + 2kn en posant k = k2 — ki.

b. Cas d'angle orientés quelconques (et non nuls)

Soit 1 et v’deux vecteurs non nuls.

Soit 7 et ¥ deux vecteurs de norme 1 et respectivement colinéaires a zieta v .

iy

Définition : Une mesure de I'angle orienté (i, ¥) est égale a une mesure de I'angle orienté

@, v)




c. Mesure principale d'un angle orienté

La mesure principale d'un angle orienté est la mesure, qui parmi toutes les autres, se situe dans

lintervalle ]-T1t;1T].

Exemple : Une mesure d'un angle orienté est 5.
D'autres mesures sont : 51t - 21t ; 51t - 411 ; 510 - 61T ; ... soit : 370 TU; -TU ; ... 7L est donc la mesure

principale de cet angle orienté.

2. Propriété
a. Angle nul, angle plat

Propriétés : Pour tout vecteur non nul %, on a:

o (U,u)=T
-u _ u

b. Relation de Chasles

Propriété : Pour tous vecteurs i , 7 et w non nuls, on a: (u ,v) +(v ,w)= (4 ,w)



3. Cosinus et sinus d'un angle
a. Definition

Dans le plan muni d’un repére orthonormé (O ;i ; j) et orienté dans le sens direct, on considére un
cercle trigonométrique de centre O.

N(x)

b 4

Pour tout nombre réel X, considérons le point N de la droite orientée d’abscisse X.
A ce point, on fait correspondre un point M sur le cercle trigonométrique.

On appelle H et K les pieds respectifs des perpendiculaires a ’axe des abscisses et a ’axe des
ordonnées passant par M.

- Le cosinus du nombre réel x est I’abscisse de M et on note COSX

- Le sinus du nombre réel x est I’ordonnée de M et on note Sinx.

b. Valeurs remarquables des fonctions sinus et cosinus :

T T T T
X 0 = = = = T
6 4 3 2
cosXx 1 ﬁ Q 1 0 -1
A 2 2
sinx 0 1 Q ﬁ 1 0
2 2 2

Soit 1 et v”deux vecteurs non nuls et x une mesure de l'angle (i, ¥).

Ona: cos(u,v) = cosx et sin(u, v) = sinx .



Le cosinus (respectivement le sinus) de I'angle orienté (1 ,v) est le cosinus (Respectivement le

sinus) d'une de ses mesures.

c. Propriétés

Pour tout nombre réel x, ona:

1) -1<cosx <1 2) -1<sinx <1 3) cos® x + sin” x = 1

4) cosx = cos(x + 2ktt) ou k entier relatif 5) sinx = sin(x + 2kTt) ou k entier relatif

4. Cosinus et sinus d'angles associés
a. Définition
Deux angles sont dits associés s'ils admettent des cosinus et des sinus égaux ou Opposes.

b. Propriétés

Pour tout nombre réel x, on a :

1) cos(—x) = cosx et sin(—=x) =-sinx
2) cos(mt X)=—cosx et sin(m+ X)=—sinx
3) cos(Tt— X)=-cosx et sin(tt— X)= sinx
4) (cos g + x)=-sinx et sin g + x= COSX
6) (cos > — x)=sinx et sin~ — x)= = cosx

Démonstrations :
Par symétries, on démontre les résultats :






[11. Formule trigonometrique

1. Produit scalaire
a. Définition
U et v” sont deux vecteurs non nuls quelconques du plan.
On pose (u et v= a(oe[0 ; r]).

Ona:u.v=|ullx||v|x cos a

b. Propriété

1 et v° sont deux vecteurs non nuls du plan orienté. 8 est une mes ure en radians de I’angle orienté
©.v)
Ona:u.v=|lullx |[7]x cos o

u.v=||ullx [|D|[x cos(u . v°)

2. Formule d’addition

a. Cosinus

Cosinus de la différence de deux réels

Hypotheses :
Le plan orienté est muni d’un repére orthonormé direct (O ;i ; j), a et b sont deux réels quelconques.

M est I'image de a sur le cercle trigonométrique. N est I’image de b sur le cercle trigonométrique.

~
Z,

—~
>

N




But :

Calculer de deux maniéres le produit scalaire ON .OM

1ére maniére : ON .0OM= ON . OM . cos(ON ; OM)

ON .OM= (Eﬁ .O—,éf) + (52 .51\7) (relation de Chasles pour les angles orientés)
ON.OM=-b+a=a-b

On adonc ON .0OM= cos = (a - b).

2¢me maniere :

On utilise le repére orthonormé direct (O, ,ij)

Xy=Cos a
Yu-=Sina

Xy=COS b
Yy= Sinb

Onadonc ON .0OM=cos ax con b +sinax sin b = (expression analytique du produit scalaire).
Cos(a—b)=cosaxconb+sinaxsinb

Cosinus de la somme de deux réels

Cos (ath) = cos a[ a— (-b)]
=cosa. cos (-b) +sin a. sin (-b)
=cosa.cos b +sin a. (-sin b)

Cos(a+b)=cosa.conb-sina.sinb

b. Sinus

Sinus de la somme de deux réels

Sin (a+b) = cos [~ (a+ b)]
= cos [(g —a) - b] or cos [(g—x) =sin X
=cos (> —a).cosh+sin[(C—a).sinb

Sin(a+ b)=sina.cos b+ sinb.cosa

Sinus de la différence de deux réels

Sin (a — b) =sin [a+ (-b)]
=sin a. cos(-b) + sin (-b) . cos a
=sina.cosb+ (-sin b).cos a

Sin(a—b)=sina.cosb-sinb.cosa



3. Formule de duplication

a. Rappel

Relation fondamentale: ¥X€ R cos? x + sin? x =1
c0s? X = (cos X)?

cos? x = 1- sin? x

b. Cosinus du double d’un réel

aeR

Astuce de départ : cos 22 = cos (a + a)

1¢re expression: formule d’addition
Cos2a=cosa.cosa—sina.sina
=cos? a— (sin? a)

2¢me expression :
On utilise I’égalité sin? a = 1- cos? a
cos2a= 2cos’a—1

3¢me expression:
On utilise I’égalité cos? a = 1- sin? a

cos2a = 1-sin? a

C. Sinus du double d’un réel

Sin2a=sin (a + a)

Sin 2a =sin a. cos a + sin a.cos a

Sin 2a = 2sin a.cos a

On asin 2a = 2sin a. cos a

2sin a. cos a désigne le produit de 2 par sin a par cos a.

Dans un produit, les facteurs peuvent étre écrits dans n’importe quel ordre donc on peut tout aussi

bien écrire sin 2a = 2cos a. sin a.

Application 2:
A T’aide des formules trigonométriques, calculer :

51

51 .
e :COS—etsin—
12 12

T . T
e Ccos—etsin—
8 8



