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Premiere partie : Geometrie

plane

Chapitre 1 Transformations du plan
|.  Définition
Les transformations géométriques planes sont des applications du plan P dans lui-
méme.

Les transformations qui seront objet d’étude sont ; la translation, I’homothétie, la

symeétrie centrale, la symétrie axiale et la rotation.

Il. Types de transformation géometrique

1. Translation
a) Définition

On appelle translation de vecteur U et on note t3; la transformation du plan P qui a

tout point M fait correspondre le point M’ tel que MM' = u

{tﬁ:P_),PtelqueM—M')zﬁ
M-M

Exemple :
Déterminer les coordonnées des points A’, B, C’ images respectives de A,B,C

par la translation de vecteur U (_29)

Solution :
t; (A=A AA=1 & AA (Xa Xa)— i(2)

= AA (Xa )— u(2)

(X 7=2  (xg=2+7=9
Y- 3=-9" (Yy=-9+5=—4

et



Donc : A’ (9 ; -4)

(MR- R’«s RR/— [ Xb'-Xb \— = 2
t; (B)=B’< BB'=1 < BB (yb"yb) u( %)
- BB’ (Xb+4) u( 9)

ybv'l = -9 yb': —-94+1= -8

Donc : B’ (-2 ; -8)
ty (C)=C'e CC=1 & CC’ (XC' XC) (%)
o CC' (xc+3) —>( 9)

N va+3=2 N XC'=2_3:_1
Yy T6= -9 Vo= -9-6=—15

b) Expression analytique d’une translation Définition

Dans le plan ? muni d’un repére (0, 7,)) soit Ti(‘;). Soit les points M(x,y) et M’(x’,y")

tels que ;
tz M)=M".
Il en résulte que : MM’=u
s [ XM'- XM X' —X=a
MM (YM YM) u(b) = {y’—x— b

{)}(} =x+a, appelée expression analytique de la translation de vecteur ﬁ(‘;) :

"=y+ b

2. Rotation

Dans le plan P, Soit un pointA4 fixé et soit a un réel donné.
On appelle une rotation de centre A et d’angle « et on la note R0, la transformation
dans le plan 2 qui laisse le point A invariant, et qui a tout point M distinct de A associe

le point M’ tel que ;



AM' = AM et (W’,W) —a

On écrit ;
Rpe(A) =4 et
, AM = AM'
Rao M) =M <1 (20, 4M) = a
M
a
A M
Exemple

Soit ABC un triangle non aplati. Construire I’image de ABC par R (B, g). :

Solution
feg® =5

BA = BA’
R(B,—%)(A) =4 = {(ﬁ,ﬁ) = —g ’

CA=CA
g Q== @aca) = -3

R(B’_%) (ABC) = A'BC' (figure).

A c

=

3. Homothétie
a) _Définition

Soit k un nombre réel non nul et distinct de 1 (k € R"\ {1}), et 0 un point fixé du plan

P.



On appelle homothétie de centre Q) et de rapport k que I’on note h(£, k) , la

transformation dans le plan P qui laisse le point () invariant, et qui a tout point M
associe 1’unique point M’ tel que QM’ = k. OM

Onnote : h @ k(M) =M’ & OM'=k. oM

Exemple :

Soit ABC est un triangle non aplati et h ’homothétie de centre 4 et de rapport k = 2.
Construire I’image de ABC par a2),

Solution

haz(A) = A y( est le centre de h)

haz)(B) = B' = AB' = zﬂ?’;

heaz(€) = €' = AC’ = 2AC

hiaz (ABC) = AB'C’ (figure).

A

BI

CI

b) Propriétés
1°/ Le centre Q d’une homothétie, un point M et son imageM', sont alignés.

higuw@) =4 .
: (Q,k)

2°/ Si = A'B'=k.A
/ {h(ﬂ,k}(B) =B






c) Expression analytique d’une homothétie

Dans le plan ? muni d’un repére (0; ), soit I’homothétie h de centre (X0, ¥o) et de
rapport le réel k et notée M@w. Soit M(x,¥) un point quelconque du plan P, et M'(x",y")
son image par 1’homothétie h.

Ona: haw®) =M & QM = k.OM

— OM’ (x, N x”) - k.W(kx _kx")
Y'=Yo ky — kyo
{x' — X = kx — kx, -
y'—¥o =ky—kyo {
{x’ =kx+ (1 —-Ek)x,
Yy =ky+(1-Ky,

Cette écriture est I’expression analytique de I’homothétie de centre {(xo,¥o) et de

x'=x,+ kx — kx,
Y'=Yo+ky—ky,

rapport le réel k, dans le plan 2 muni d’un repére (0; 7).

4. La Symeétrie centrale
a) Définition

Dans le plan P, Soit I un point fixé, on appelle symétrie centrale de centre I et on note
51, 1a transformation dans le plan P qui laisse le point / invariant, et qui a tout point M

associe I’unique point M’ tel que I soit le milieu de [MM'],

S,(M)=M'
S(IM)=MSI=M+M < et
S (D=1
MI

M

Exemple :

Soit ABC un triangle quelconque.

1°/ Construire I’image de ABC par la symétrie Sa.

2°/ Quelle est la nature du quadrilatére BCB’C’ ? Prouvez-le.
Solution

1°/5 a(4) = A4; Su(B) =B'; S,(C) =C"

S4(ABC) = AB'C".



2°/A étant le milieu [BB'] et de [CC'], les deux diagonales de BCB’C’ on le méme milieu
A, donc BCB’C’ est un parallélogramme.

Remarque

La symétrie centrale de centre Q est une homothétie de centre Q et de rapport —1

Sq = h-1),

b) La symétrie centrale conserve ;

La distance : (la symétrie centrale est une isométrie)
S,(M,N) — (M',N") = M'N' = MN _
Le parallélisme :

(A1) // (Ay) et S;: (A, A;) — (A", A) = (A) // (A'L)
L’orthogonalité :
(A)) L (8y) et S;: (A, A,) — (A1, A,) = (A7,) L (A%,)

c) L’alignement

A, B et C trois points alignés, = Si(4), S;(B)etS:(C) sont alignés.

d) Le contact
F=ENnG = S,(F)=S5/)nS(G)

e) Le barycentre de deux points ou plus

A |B |C

a B Y

5,(A4) [5,(B) |[5(C)

f) La composée de deux symétries centrales

M:S, —M":S;, — M"

::’M_)SJOS]_)M”



M”

MM" =2I]
M
§,(M) =M = MM’ =2IM"

SMY)=M"= M'M" =2M'] (I + W) = 2]

= MM" = MM’ + M'M" = 2IM 7 + 2M'] _
Donc ; 51 ° 51 = L1,

Exemple :

ABCD est un parallélogramme.
Caractériser 54 © Sz © S¢ © Sp,
Solution

SA o SB o SC o SD - tzm‘ o tzbc - = tZ(ﬁ+EE) = td

ﬁSAOSBOSCOSDZId:p

g) Expression analytique d’une symétrie centrale

Dans le plan 2 muni d’un repére orthonormé (0; ~7), soit le point /(x;, y1),

Un point M(x,¥) du plan a pour image un point M'(x",¥") par la symétrie Si, signifie
que ;

S(M)=M' =1=M =« M

_x'+x
= {x’:Zx,—x
= , =1, .
Yty y =2y—Yy
y[_ 2

Cette écriture est I’expression analytique de la symétrie centrale de centre L.



Chapitre Il : Similitudes planes
|.  Generalites

5. Définition d’une similitude

Une similitude de rapport k ( k réel, k > 0) est une transformation du plan qui
multiplie les distances par k. C’est une transformation du plan qui conserve les

rapports de distances.

: : A'B
Pour tous points A et B d’images A’ et B’, on a A:B' =k.

Exemple : Une homothétie de rapport k est une similitude de rapport k si k est
positif, et de rapport
- k si k est négatif.

6. Définition d’une isométrie

Une isométrie est une similitude de rapport 1. C’est donc une transformation qui

conserve les distances.

Exemples : Les rotations, les translations, les réflexions sont des isométries car ce

sont des transformations qui conservent les distances.

7. Propriétés
Soit s une similitude de rapport k et soient A’, B’ et C’ les images de A, B et C par s.

Nous avons les propriétés suivantes :

Une similitude conserve les angles —_— —

géométriques : A'B'C'= ABC

—_ > > —




Pour le produit scalaire : A'B'. A'C' = k
AB. AC?

8. Composition

La réciproque d’une similitude de rapport k est une similitude de rapport 1

k

La composée de deux similitudes de rapports k et m est une similitude de

rapport k x m

La composition de deux similitudes n’est pas commutative en général.

Soit s; et s; deux similitudes. La composée s; 0 s, n’est en geénéral pas €gale a

la composée s;05; .

II.  Similitudes

1. Ecritures complexes
h) Similitude

Les similitudes du plan sont les transformations d’écriture complexe :
Z'=az+b ou z2=az+b (avecaetb des complexes fixés, et a non nul ).

Le rapport de la similitude est le module de a.

1) Isométrie

Les isométries du plan sont les transformations d’écriture complexe :

Z=¢%z+b ou z=¢®z+b (avecb unnombre complexe, 8 un réel ).

2. Propriétés géométriques
a) Conservation de la forme géométrique




Une similitude transforme un segment en segment, une droite en une droite, un cercle
en un cercle.
Une similitude de rapport k transforme le cercle de centre O de rayon R en un cercle

de centre O’ ( image de O par la similitude ) de rayon kR .

b) Conservation de propriétés géométriques

Une similitude conserve 1’orthogonalité, le parallélisme, le contact et le barycentre.

c) Aires

Une similitude de rapport k multiplie les aires par k> .

3. Décomposition
Une similitude peut s’€crire comme la composée de translations, de rotations, de

réflexions et d’homothéties.

4. Similitude fixant deux points distincts
Une similitude s ayant deux points fixes A et B distincts ( ¢’est a dire telle que s(A) =

A et s(B) =B) est soit I’identité, soit la réflexion d’axe (AB).

n. Similitude directe ou indirecte

1. Définitions
a) Similitude directe

Les similitudes d’écriture z' =az + b (‘avec a et b des complexes fixés, a
non nul ) conservent les angles orientés et sont appelées similitudes
directes.

Si al= | alors ce sont des isométries que 1’on nomme déplacements.

Les translations et les rotations sont les seuls déplacements.




b) Similitude indirecte

Les similitudes d’écriture z' = az + b (avec a et b des complexes fixés, a non
nul )| c“angent les angles orientés en leur opposé ct sont appelées
similitudes indirectes. Si a =1 alors ce sont des isométries que 1’on nomme

anti-déplacements.

Les réflexions sont des anti-déplacements, mais ce ne sont pas les seuls.

c) Caractérisation géométrique des similitudes directes

Soient Q un point du plan, O et k deux réels, k >0, a# 1. On appelle
similitude directe de centre Q , d’angle O et de rapport k, ’application du

plan dans lui-méme qui fixe le point Q et qui a chaque point M distinct de Q

associe le point M’ défini par :

- >

(QM ,OM") =6 [21] et QM =kQ M .

T
Exemple : Soit S la similitude directe de centre C, d’angle 3,
A de
!
rapport 2 . Soit ABC un triangle équilatéral, soit I le milieu T de
b 1 3/

[BC].Ona:(CA,Cl)= [2m] et CI=CA.
Donc, I est I’image de Apar S. B C
I

La similitude directe de centre QQ , d’angle O et de rapport k (k > 0) est la composée

de I’homothétie de centre QQ , de rapport k et de la rotation de méme centre et d’angle

0.



Réciproquement, la composée de I’homothétie de centre Q) , de rapport k (k réel
quelconque) et de la rotation de méme centre et d’angle © est la similitude directe de
centre Q) , de rapport k et d’angle O si k > 0, ou de rapport —k et

d’angle B+1t sik <0.

2. Proprieté

Etant donnés quatre point A, B, A’, B’ tels que A soit distinct de B et A’ soit distinct
de B’.

Il existe une unique similitude directe transformant A en A’ et B en B’.

3. Forme réduite d’une similitude directe
Soit S la similitude directe d’écriture complexe z’ = az + b, ou a et b sont des

nombres complexes, a non nul :

- Sia=1, alors S est une translation de vecteur d’affixe b.

- Sia# 1, alors S est la composée de ’homothétie de centre Q) de rapport k = |a|,

et de la rotation de méme centre QQ d’angle © = Arg(a) [ 21t ]. Q est le point dont

I’affixe est solution de I’équation z = az + b (seul point fixe de S).

L’écriture complexe de la similitude directe de centre Q , d’angle O et de rapport k (k

>0)est: z-w= ke®(z-w) ou w est Iaffixe du point(Q) .

Cette écriture s’appelle la forme réduite de S, composée d’une rotation et d’une

homothétie.

4. Récapitulatif des écritures complexes

Transformation Ecriture complexe

— -z’=z+b ud’affixeb

Translation de vecteur u




Homothétie de centreQ) , de rapportk |z’ -w=k(z-w) Q d’affixew

Rotation de centre QQ , d’angle® z-w=e%z-w) Qdaffixew

Similitude directe de centre Q) ,

d’angleB , d rtk (k>0 i
angle e rapport k ( ) z-w=ke®(z-w) Qdaffixew

(composée d’une homothétie et d’une

rotation)

Soit S une transformation s’écrivant sous la forme complexe : z' = az + b (avec a et

b des complexes fixés, anonnul ) :

« Siaestunréel aveca=1: S est la translation de vecteur d’affixe b.
« Siaestunréel aveca # 1 : S est ’homothétie de centre Q) d’affixe w (

telle que w = aw + b) de rapport a.

« Siaest un complexe non réel avec a|= 1 : S est la rotation de centre

Q d’affixe w ( telle que w = aw + b) d’angle® = Arg(a) [ 211 ] .

«  Siaest un complexe non réel avec al# 1 : S est la similitude directe de
centre |Q Ti’afﬁxe w ( telle que w = aw + b) d’angle® = Arg(a) [211 ] et de

rapport k=a.




