FONCTIONS NUMERIQUES D’UNE
VARIABLE REELLE
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Partie 4 : Etude graphique d’une fonction
Chapitre | : Rappel

On munit le plan d’un repere orthonormal (O, 1, )

. Definition
Un repére étant choisi, on appelle représentation graphique d’une fonction f
I’ensemble des points M de coordonnées ( X ; y ) lorsque x prend toutes les valeurs de
Df et que y = f(x).
On dit aussi courbe représentative de la fonction f. On dit que la courbe a pour

équation y = f(x).

II. Meéthode

On calcule des images en nombre suffisant et on présente les résultats dans un tableau

de valeurs.

Exemple :
Tracer la représentation graphique de la fonction f, qui a x associe sur
[-2; 3] tel que f(x)=1 + x2

X -2 |-1 |0 1 2 3

fx) |02 |05 |1 |05 |02 |01

I,




1. Lecture graphique d’images et d’antécédents

Pour déterminer ’image de x par f, on place x en abscisse puis on lit I’ordonnée sur
la courbe.

Pour déterminer les antécédents de k par f, on place k en ordonnée puis on cherche
les abscisses des points d’intersection de la droite horizontale d’équation y = k avec

la courbe.

Exemples :

Sur la courbe suivante, déterminer :

1. L’ensemble de définition de f.
Df=[-2;2]

2. f(1); f0).

f(1)=2; f(0)=2.

3. Image de — 2 ; de 2.

L’image de — 2 est — 1,5 et 'image de 2 est 0.
4, Antécédent(s) de —2 ; de—1,5; de 2.
— 2 n’a pas d’antécédent ; I’antécédent de — 1,5 est — 2 ;les antécédents de 2 sont O et
1

5. xtelsquef(x)=0; f(x) = 1.
S={-3;-1;2}



V. Sens de variations

f est une fonction définie sur un intervalle I.

e Dire que f est croissante sur | signifie que pour tous réels x; et x, de I, si x;<x;

alors f(xy)< fx2).

Autrement dit, les images réels x; et x, sont rangees dans le méme ordre que x; et x,

e Dire que f est croissante sur | signifie que pour tous réels x; et x, de I, si X1<x
alors f(x)> f(x).

Autrement dit, les images réels x; et X, sont rangées dans 1’ordre inverse que X; et Xa.

l

fixy)
fixy)

e

V. Extremum

La fonction f admet un maximum f(a) en a sur I’intervalle | lorsque, pour tout x de I,

f(x) <f(a). La fonction f admet un minimum f(b) en b sur I’intervalle | lorsque, pour

tout x de I, f{x) > f(b).

Exemple :

Soi f la fonction représentée ci-dessous.

Quels sont les extremums de f ? Pour quelles valeurs sont-ils atteints ?
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La fonction f admet un minimum en — 5 qui vaut —2 et un maximum en 2 qui vaut 6.

V1. Fonctions de reference
Courbe Tableau de variation Variation
représentative
f(x)=x2 / f est décroissante
‘ - s
Df =R \\\ / - — sur J-oo; 0] et
ANy f(x
o 1 ) \ / croissante sur [0 ;
+oo[
f(x) = x3 / Bl f est croissante
Ny
Df =R < sur R
CK N —
f(x):%( M\ X 1o 0 +w f est décroissante
— sur ] —oo; O[ et sur
I (IR
| 10 ; +oo]
f(x)=Vx x 10 +oo f est croissante
Df =R N fix sur [ 0 ; +oof
o 1 ( ) /
f(x)=|x| f est décroissante
X -0 0 oo
Df =R sur ] —oo; 0 ] et

W[~

croissante sur [ O

;oo







Chapitre Il : Interprétation graphique

des limites

I. Deéfinitions

Une branche infinie du graphe d’une fonction est une partie de la courbe qui
s’¢loigne infiniment de I’origine. Nous étudions deux types de branches infinies :

* Quand la courbe se rapproche de plus en plus d’une droite lorsque I’abscisse ou
I’ordonnée tend vers I’infini, cette droite est appelée une asymptote au graphe de la
fonction.

* Quand la courbe semble regarder dans une direction d’une droite mais tout en s'en
éloignant de cette droite, on dit que la courbe possede une branche parabolique dont

I'axe est donné par la direction que regarde la courbe.

1. Limite d'une fonction a l'infini
1. Limite finie a I'infini
a) Intuitivement

On dit que la fonction f admet pour limite L en +oo si f(x) est aussi proche de L que

I’on veut pourvu que x soit suffisamment grand.

b) Définitions :

- La droite d'équation y = L est asymptote horizontale a la courbe représentative de la

fonction f en +oo si lir_p f(x) =L
X—>+00

- La droite d'equation y = L est asymptote horizontale a la courbe représentative de la

fonctionfen —cosi lim f(x)=L.
X—>—00

c) Exemple



1
La fonction définie par f(x) = 2+; a pour limite 2 lorsque x tend vers +oo.

En effet, les valeurs de la fonction se resserrent autour de 2 dés que x est

suffisamment grand. La distance MN tend vers 0.

Q@

Remarque :

Lorsque X tend vers +oo, la courbe de la fonction "se rapproche" de son asymptote.

2. Limite infinie a I"'infini
a) Intuitivement

On dit que la fonction f admet pour limite +oo0 en +oo si f(x) est aussi grand que 1’on

veut pourvu gue x soit suffisamment grand.

b) Exemple

La fonction définie par f(x) = x° a pour limite +o lorsque X tend vers +oo. En effet,
les valeurs de la fonction deviennent aussi grandes que I'on souhaite des que x est

suffisamment grand.



c) Asymptote oblique

R (69 .
Si lim — = a#0et lim
x—+oo X xX—>+oo

(f(x) —ax)=b

=L a courbe de la fonction admet une asymptote oblique a la droite y=ax+b

5
; AO.:y=
\ 8 -7 6 -5 -4 -3 -2 - 0o 1 VLY==
- - -1

d) Branche parabolique de direction asymptotique (Ox)

Si lim ® =0

x—too X
=la courbe de la fonction admet une branche parabolique de direction

asymptotique (Ox)

10



(La courbe regarde dans la direction de I’axe des abscisses mais elle s’en €loigne de
plus en plus. Plus précisément : lorsque x—=+oo, f(x) —=o00, mais f(X) est négligeable,

C’est a dire petit par rapport a x.)

2 - : » ! - - - f:.’El—)\/;

e) Branche parabolique de direction asymptotique (Oy)

Si lim 2 = +o0
x—too X

La courbe de la fonction admet une branche parabolique de direction asymptotique
(Oy).

(La courbe regarde dans la direction de 1’axe des ordonnées mais elle s’en éloigne de
plus en plus. Plus précisément : lorsque Xx—=oo, f(Xx) —=+o0, et f(x) est grand par

rapport a x.)

1"

fiz— ol

11



f) Branche parabolique de direction asymptotique y=ax

im0 . =
Si xlliw — = a0 etxl_1>r_|_1_100(f(x) ax) = +oo

=la courbe de la fonction admet une branche parabolique de direction

asymptotique y=ax
(La courbe regarde dans la direction de la droite y=ax mais elle s’en éloigne de plus

o _ i _ /&)
en plus. Plus précisement : lorsque Plus précisément : lorsque x—=+oo, le rapport —
X

—>a, mais la différence (f(x) — ax) —+o0, c’est-a-dire le graphe de f s’éloigne de plus

en plus de la droite y= ax).

f:xH%:v+1+\/;

Remarques
- Une fonction qui tend vers +oo lorsque X tend vers +oo n'est pas nécessairement

croissante.
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- Il existe des fonctions qui ne possédent pas de limite infinie. C'est le cas des

fonctions sinusoidales.

AN ANAN
VAV IRVARY)

I11. Limite d'une fonction en un réel A

1
—
I

a) Intuitivement

On dit que la fonction f admet pour limite +oc en Asi ~ f(x) est aussi grand que

I’on veut pourvu que X soit suffisamment proche de A.

b) Définition
La droite d'équation x = A est asymptote verticale a la courbe représentative de la

fonction f si : lim f(x) =+c ou lim f(x)=—o0.
x—A x—A

c) Exemple

La fonction représentée ci-dessous a pour limite +oo lorsque X tend vers A. En effet,
les valeurs de la fonction deviennent aussi grandes que lI'on souhaite des que x est

suffisamment proche de A.
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Remarque :

Certaines fonctions admettent des limites différentes en un réel A selon x>A ou x<A.
Considérons la fonction inverse définie sur R* par f(x)=—
X

- Six<0: Lorsque x tend vers 0, f(x) tend vers —o et on note :

}Ci_r)r(l) f(x) =-00
x<0

- Six>0: Lorsque x tend vers 0, f(x) tend vers +o et on note :

lim f (x) =+oo
x>0

On parle de limite a gauche de O et de limite a droite de O

14



Chapitre 111 : Interprétation graphique

des continuités et dérivabilités

. Continuité
1. Définition
Soit une fonction f définie sur un intervalle ouvert I. Soit a un élément de I. On dit

que la fonction f est continue en a si et seulement si lim f(x) = f(a)
xX—a

La fonction f est continue sur un intervalle | si, et seulement si, f est continue en tout

point de I.

2. Graphe

Graphiquement, la continuité d’une fonction f sur un intervalle I se traduit par une

courbe en un seul morceau.

A A
o 1 4 N 4
o 7

4O 15123 141*5 4+ O——11913141*5

Fonction f discontinue en 2 Fonction f continue sur [-1, 5 ; 5, 5]
lim f(x) =3 # f(2)
X—2+

La fonction de gauche représente une discontinuité par "saut". C’est le cas par
exemple de la fonction partie entiéere ou plus pratiguement de la fonction qui
représente les tarifs postaux en fonction du poids (brusque changement de tarif entre

les lettres en dessous de 20 g et de celles entre 20 g et 50 g).

15



I[I. Dérivabilite
1. Définition
Lorsque f est dérivable en a, la courbe représentative Cf de la fonction f admet au

point A (a, f(a)) une tangente de coefficient directeur f(a) dont 1’équation est
(T):y=rf() (x —a) + f(a)

Yy

f(a)

Remarque : Il est important de retenir que le nombre dérivé représente le coefficient

directeur de la tangente a la courbe en un point
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