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Partie 3 : Formules de

trigonometrie

Chapitre I : Généralité

I. Formules d'addition
Propriété :
Soit a et b deux nombres réels quelconques. On a :
cos(a —b) = cosacosb +sinasinb
cos(a + b) = cosacosb —sinasinb
sin(a — b) = sinacosb —cosasinb

sin(a + b) = sinacosb + cosasinb

Démonstrations :

- 1ére formule :

On considére un repére orthonormé (O ;1,7)

du plan et le cercle trigonométrique de centre O.
U et U sont deux vecteurs de norme 1 tels que :
T;u) =aet(T;V) =b.

- (cosa - (CcoSb
Onaalors:u(. )etv(, )
sina sinb

Ainsi : U.V = cosacos b + sinasin b.

On a également :

u.v = ||[u|| X ||| X cos(u ;v)



=1Xx1Xcos(b—a)=cos(a—Db)
D'ou : cos(a — b) = cosacosb + sinasinb.

- 2e formule :
cos(a + b) = cos(a — (—b)) = cosa cos(—b) + sinasin(—b) =

cosacosb —sinasinb.

- 3e formule :

sin(a — b) = cos <g — (a— b))

= CO0S ((g—a) +b>
= cos(g—a)cosb —sin(g—a)sinb

=sinacosb —cosasinb

- 4¢ formule :
sin(a + b) = sin(a —

(—b)) =sina cos(—b) — cosasin(—b)=sinacosbh + cosasinb

Méthode :

Calculer des valeurs de cos et sin a 1'aide des formules d'addition

Calculer: coss—n et sin5—n
uler- cos T 12

Correction

sy =eos(5+) sngg =9n ()
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—COS4COS6 Sln451n6 —51n4cos6 COS4Sln6
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=—X—— — X= =—X—+4 — X=
272 272 272" 272

_V6—-V2 V6442

T4 T4

II. Formules de duplication
1. Propriété
Soit a un nombre réel quelconque. On a :
cos(2a) = cos?a —sin?a = 2cos?a—1=1-2sina

sin(2a) = 2cosasina

2. Demonstrations
Cas particulier des 2° et 4° formules d'addition dans le casou a = b :

cos(2a) = cos? a — sin? a

sin(2a) = 2cosasina

On a également : cos? a + sin? a = 1 donc:
cos?a —sin?a = cos?a— (1 —cos?a) =2cos?a—1
Et:

cos?a —sin?a =1 —sin’a —sin?a =1 — 2sin%a

3. Méthode

e Calculer des valeurs de cos et sin a 1'aide des formules de duplication

T . IT
Calculer cosg et sing



Correction

T T T
cosZ=cos(2><§) =2cos’=——1

8

Donc :

27T_1(1+ 7'[)_1 1+\/§ _2+\/§
05 g =2\ T 8y) =3 2 )" " a
et donc :

T 2442
cos8— 2

Vs ..

car os g est positif.

T T 24+vV2 2-42
in2—=1-— 2_=1-— =
sin 3 coSs 5 2 2
et donc :
LT 2—4/2
sm8— 2

. IT ..
car sin g est positif.

e Résoudre une équation trigonométrique

Résoudre dans [0 ; 2] I'équation cos(2x) = sin x.

Correction
cos(2x) = sin x soit 1 — 2 sin® x = sin x d’aprés une formule de duplication.
On pose X = sin x, I'équation s'écrit alors : 1 — 2X%2 = X

Soit:2X?+X—-1=0



A=12—-4x2x%x(-1) =9

L'équation du second degré possede deux solutions distinctes :

g o131 .y 123
1Ty Tz ° 1Ty T
Résolvons alors dans [0 ; 27] les équations : sin x = % etsinx = —1:
_ _1(:) T _5m
siny =- & x=- ou x=—
_ 3T
sinx =—-1& x=—
2
Ainsi :
S_{n 5 37‘[}
e’ 6 2




Chapitre II : Forme exponentielle d’un nombre

complexe

I. Définition

1. Posons f(6) = cos@ + isiné.
En prenant |z| = |Z'| = 1, on a démontré dans la Partie 3 (IIL.) que :
(cos@ +isinB)(cosO +isinf") =cos(8+6")+isin(f+6")
Soit: f(O)f(8") =f(6+6").
On retrouve ainsi la méme €quation fonctionnelle que celle établie pour les

. ! !
exponentielles : e%e? = e+,

2. Pourtout réel 8, ona: e’ = cos6 + isiné.

Remarque :

e'? est le nombre complexe de module 1 et d'argument 6.

II. Propriété
el = —1
Démonstration :

e =cosm+isinmt=—-14+ix0=—-1

Exemples :

el® =cos0+isin0=14+ix0=1

i n 0T } )
82=COSE+lSlnE=O+lX1=l



Tout nombre complexe z non nul de module r et d'argument 8 s'écrit sous sa

forme exponentielle z = re®.

III. Meéthode :

Passer de la forme algébrique a la forme exponentielle et réciproquement

1) Ecrire les nombres complexes suivants sous la forme exponentielle :

a)z, = —2i b)z, = —3 c)z3 =3 —3i
2) Ecrire les nombres complexes suivants sous la forme algébrique :

a)zy = e's b) z5 = 4e's
Correction
1)a)-|z| = |-2i| =|-2| X ]i|=2%x1=2
- Pour déterminer un argument de z;, on peut utiliser le cercle trigonométrique.
On fait un petit schéma a main levée en plagant le point M . i
graphiquement qu’un argument de z; est — % /"—-

&

71' A

Ainsi,ona:z; = 2¢7 %,
arM('z;L)

b)-|z;| =|-3]=3
- On place le point M d’affixe z, et on lit graphiquement qu’un argument de z,

est 1.
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el

Ainsi,ona: z, = 3e'".

c) |z5| = |[V3 — 3] =\/\/§2+(—3)2=\/3+ =vV12=2V3

- Il n’est pas évident de déterminer graphiquement un argument de z3. La

, . \ Z3
méthode consiste alors a calculer m :
3

z; V3-3i V3 3i 1 3ixV3 1 3ixv3 _

1zs]  2v3  2v3 2v3 2 2V3x+3 2 2X3

On cherche donc un argument 6 de z5 tel que :

1
c059=§ et sinf = —

~| G

Comme, on a:

3 3 2
L'argument 8 = — % convient. Et ainsi :
= cos(=3) +isin(=3)
—— =cos|(—=)+isin|—=
|z5] 3 3
Soit :

1 V3,

-——i

2 2

z3 = |z (cos (- %) +isin(— g)) = 23 (cos (—g) +isin (= g))
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2)a)z, = eig = cos (%) + isin (g

b) z5 = 4ei% =4 (cos (%) + isin (%)) 4 <\/2_ l%) =2V2 + 2iV2

IV. Autres Propriétés
Propriétés : Pour tous réels ¢ et g,

i0' — i(6+6") ) ~i6 € _ pi6-8" d) etf =

——e

i0
a)e'%e 10

e—i@

Meéthode : Appliquer la notation exponentielle

1) Déterminer la forme exponentielle de z = 1 + iv/3.

2) En déduire la forme exponentielle des nombres suivants :

a) iz b) iz C) —%

Correction

1)z=1+ix/§=2(%+i§)=2e"§

V3 TL') 5T

2)a) iz = 2ie's = 2¢" Ze's = 2¢ (53 = 2e'%

TL' T T

b) iz = 2ie” = 2e'ze -5 = 265" 3)—2ei€

TT

20 2X e 2 i(=_T _3"

c)——= (.) .n=€( )=€l
VA i= i

2e’3 e 3
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V. Formules de Moivre et d’Euler

1. Formule de Moivre :

Pour tous réels g et g', pour tout entier naturel n non nul :
( eie)" — pind

Que l'on peut également écrire : (cos @ + isin8)™ = cos(nf) + i sin(nb)

Meéthode :
Appliquer la formule de Moivre

Exprimer cos(3x) en fonction de cos x.

Correction

cos(3x) = Re (cos(3x) + isin(3x))

Or, selon la formule de Moivre :

cos(3x) + i sin(3x) = (cos x + i sin x)3
= cos® x + 3i cos? x sinx + 3i? cos x sin? x + i3 sin? x,

en appliquant la formule du bindbme de Newton pour développer.

Soit :

cos(3x) + i sin(3x) = cos3 x + 3i cos? x sinx — 3 cosx sin? x — i sin x
= cos3 x — 3 cosx sin? x + i(3cos? x sinx — sin3 x)

On en déduit que : cos(3x) =cos® x — 3 cos x sin® x

Or, sin?x = 1 — cos? x, donc :

cos(3x) =cos®x —3cosx (1 — cos?x)

= cos3x —3cosx + 3cos3 x

=4 cos3x —3cosx
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2. Formules d’Euler :
Pour tous réels 7 et 9" :

. ol 4 o-if . plf _ p—if
cosg = —— sinf = ——
2 20

Méthode :
Appliquer les formules d’Euler
a) Linéariser (*) I’expression cos? x.

b) En déduire une primitive de la fonction x +— cos3 x.

(*) Linéariser une telle expression consiste a la ramener comme somme

d’expressions du type cos ax et sin ax.

Correction

a) On applique une formule d’Euler :

. . 3
elx _l_e—lx
cos3x=——
2

1 . , . . : .
= §((e‘x)3 + 3(6”‘)26“" + 36”‘(6‘”‘)2 + (e"x)3),

en appliquant la formule du bindme de Newton pour développer.

Soit encore :

1, .. . . . .
cos3 x = g(eSLx + 3e2ixp—ix 4 3pixgo—2ix 4 e—3lx)

1, .. . . .
zg(eBLx+361x+3e—1x+e—31x)
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=§(c053x+ isin3x + 3cosx + 3isinx + 3cosx — 3isinx + cos 3x

— isin3x)
1
=3 (cos 3x + 3cosx + 3cosx + cos 3x)

1
=3 (2cos3x + 6cos x)

1
=1 (cos3x + 3cosx)

b) Ainsi, chercher une primitive de cos® x revient a chercher une primitive de

1
” (cos 3x + 3cos x).

o . 1 .
Une primitive de la fonction x — 7 (cos 3x + 3cos x) est la fonction :

1(1 in3 3si ) 1 3 3 .
— == + = — + —
X ) 3sm X Sin x 1251n X 4-SIHX
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Chapitre III : Applications des nombres

complexes a la géometrie

Dans la suite, on munit le plan d'un repére orthonormé direct (O ; U, V).

I. Propriété:
A, B et C sont trois points deux a deux distincts du plan d'affixes respectives a,
betc.Ona:
a) AB = |b — a
b) (Ti ,ﬁ) = arg(h — a)

c) (ﬁ,ﬁ) = arg(Z:Z)

Démonstrations :
a) On considere un point E, d’affixe e tel que OF = 4B.
Alors: |b —a| =|e—0| = OE

Comme OF = AB, OF = AB donc |b — a| = AB.

b) E a pour affixee = b — a.
Donc (Ti;ﬁ) = arg(b — a) et donc (U ,E) = arg(b — a).

c) (E,R)= (E;ﬁ)+ (Ti;ﬁ)
= (;AC) - (u;4B)

=arg(c —a) —arg(b — a)

= arg (—)
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II. Méthode :

1. Utiliser les nombres complexes en géométrie
Soit A, B et C trois points d'affixes respectives z, = —2 — i,z =1 — 2i et

ZC = _1 + Zl
a) Démontrer que le triangle ABC est isocele en A.

b) Démontrer que le triangle ABC est rectangle en A.

Correction
DAB=|zp— 24| =11 -2i = (-2=D)|=3-i| =V9+1 =10
AC=lzc—z4| = |-142i—(-2—-D)|=11+3i| =V1+9 =10
Donc AB = AC.
Y- V. Zc — Zy
2) (4B ; AC) = )
) ( ) arg(zB_ZA
ZC_ZA_1+3i
Zg—2, 3—i
_ 1+3)@B+10)
- 3-DB+1D)
_3+i+9i—3
B 9+1
100
= — =1
10
—_— — Zr — 7 T
(AB ;AC) = arg (ZZ — Z::) = arg(i) = E [27-[]

On en déduit que l'angle BAC est droit.
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2. Déeterminer un ensemble de points
Soit M un point d’affixe z. Dans chaque cas, déterminer et représenter :

a) L’ensemble des points M tels que |z — 2i| = 3.
b) L’ensemble des points M tels que |iz — 3| = 1.
¢) L’ensemble des points M tels que |Z — 3 +i| = |z — 5|.

d) L’ensemble des points M tels que % = 2.

¢) L’ensemble des points M tels que arg(z) = % [m].

f) L’ensemble des points M tels que arg(z — 2 +1i) = %

Correction

a) Soit A le point d’affixe 2i alors |z — 2i| = 3 s’écrit :

AM = 3.Eneffet: |z — 2i| = AM.

L’ensemble des points M est le cercle de centre A(21) e

de rayon 3.

b) liz— 3| = |i(z + 3i)| = |i| X |z + 3i| = |z — (—3i)|

Soit A le point d’affixe —3i alors |iz — 3| = 1 s’écrit AM = 1.
En effet: |z — (—3i)| = AM.

L’ensemble des points M est le cercle de centre A(—3i) et de rayon 1.
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co)|z—=3+il=1z2-3+1|=|z2-3-i|l=|z=-3—-i|l=|z— (B +1i)|

Soit A le point d’affixe 3 + i et B le point d’affixe 5 alors |z —3 + i| = [z — 5]
s’écrit AM = BM.

L’ensemble des points M est la médiatrice du segment [AB].

|lz—i| _

d)

Soit |z — i| = 2]|z|, en notant que z # 0.

|z

Soit encore : |z — i|? = 4|z]|?

On pose z = x + iy, alors I’équation s’écrit : /-\
|x + iy — i|? = 4|x + iy|?
lx +i(y — 1)|? = 4]x + iy|? X

4+ (-1 =4Gx*+y%)
x2+y2 =2y +1=4x?+ 4y?

3x24+3y?+2y=1
2 1

2 y2 42 =2
X y+3y3
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3 9 3
3 9

: 2
L’ensemble des points M est le cercle de centre A (0 ; — %) et de rayon 3

e¢) L’ensemble des points M est la 1¥° bissectrice de

des abscisses et de I’axe des ordonnées privée de

’origine. 2 A o 1 2 3

f)arg(z — 2 + i) = arg(z — (2 —1)).

1
Soit A le point d’affixe 2 — i alors arg(z — 2 + i) = % |

2 0 1 2 3 4 5
[27] : A/

En effet, arg(z — (2 — 1)) = (ﬁ’;m).

L’ensemble des points M est la demi-droite d’origine A privée de A et passant
par le point B(3).

Partie 2 : Racine n-iéme de 1’unité

1) Détermination de I’ensemble U,

On cherche a déterminer I’ensemble des nombres complexes z vérifiant I’égalité

z" =1 avecn € N*.
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III. Racine n-iéme de ’unité

1. Détermination de 1I’ensemble U,
a) Définition

Une racine n-iéme de ’unité est un nombre complexe z vérifiant z" = 1 avec

n € N*.

b) Théoréme :

L’ensemble U,, des racines de 1’unité possede exactement n racines :

.2km
w, = e n , avec k entier compris entre 0 etn — 1.

Démonstration :

Existence :

Siz"™ = 1alors |z|" = |z"| = 1etdonc|z| = 1.

On cherche ainsi, les nombres complexes de la forme z = e'?
[0;2m[.

Soit: z" =

()" =1

ein@ =1

,avec 0 €

nf@ = 2km, avec k € Z.
0 =2an,aveck € Z.

On peut ainsi restreindre les valeurs prisent par k a I’ensemble des entiers

compris entre 0 et n — 1.

.2km
Donc wy, = e' n , avec k entier compris entre 0 et n — 1, est une racine de

I’unité.

Unicité :
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Supposons qu’il existe k' entier compris entre 0 et n — 1, tel que wy, = wyr.

2k [2k'n
Alors:e n =e¢e n

@=2kn+21n,aveclez.

n n

2km = 2k'm + 2inm
k=k'+In
k—k' =In

Donc n divise k — k'.

Or k — k' est un entier compris entre 0 et n — 1. Donc n ne peut pas diviser
k—k'

Etdonc ! = 0. Soit k = k'.

c) Méthode
Résoudre une €quation en utilisant les racines de 1’unité
Résoudre dans C les équations suivantes : a) (z—1)3=1 b)z°>=-1
Correction
a)(z—1)3 =1

z — 1 est une racine 3-iéme de ’unité.

2km
Ona:z—1=e"3,avec k entier compris entre 0 et 2.

j2m A
Soit:z—1=1ouz—1=e 3 o0uz—1=¢€3

2T AT
Soit:z=2o0uz=1+4+¢e3ouz=1+¢e"3

2T

2T
S={2;1+el?; 1+e_l?}

z> = (-1)°
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7 \5
(&) =1
(-2)°=1

—z est une racine 5-ieme de I'unité.

.2km
Ona:—z =e" 5, avec k entier compris entre 0 et 4.

j2% jAr ;om ;87
Soit:—z=1ou—2z=e'5 ou—z=e5 ou—z=e5 ou—z=¢e5.

j2% jAr ;om ;87
Soit:z=—1ouz=—e5 Oouz=—e€5 oOoUuUzZ=—e5 ouz=-—-e 5.
e o Am b 8
Soit:z=—1ouz=¢eme 5 ouz=eTe 5 ouz=e"e 5 ouz =ee’5.
i/ iom j1im ;137
Soit:z=—1ouz=e¢e5 ouz=e 5 ouz=e 5 ouz=e 5.
i/ i j1im ;137
Soit:z=—1ouz=e¢e5 ouz=e 5 ouz=e 5 ouz=e 5.

S={—1;e 5:e 5;65;65}.

2. Représentation géomeétrigue

a)Casn=2:

Si on applique le théoreme ci-dessus, les

: . . w w
racines de I’équation z% = 1 sont : ! 5 n 0
iZXOXn 0
wo=e 2 =¢e=1
i2x1xn .
w,=e 2 =eT=-1

On peut ainsi représenter les racines 2-ieme de [’unité sur le cercle
trigonométrique. En effet, on a vu que les racines n-iéme de 1’unité ont pour

module 1.
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b)Casn =3: W1<

Les racines de I’équation z3 = 1 sont :

l.2><0><r[ 0 l.2><1><7r Wy
Wy =e 3 = et :1’W1=e 3 = 0 1
2in
es,

On peut ainsi représenter les racines 3-ieme de 1’unité sur le cercle
trigonomeétrique.

Par convention, on note habituellement :
2in dim
j=w,=e3 etji=w,=¢73.
L’ensemble des points dont les images sont les racines 3-iéme de 1’unité forment

un triangle équilatéral.

c)Casn=4:

Les racines de I’équation z* = 1 sont :

l.2><0><r[ 0 i2><1><n' iE i2><2><n’ .

wo=e 4 =eV=1w,=e 4 =e2,w,=e 4 =eT=-1,
i2X3XT[ l.3_7r

W3 =¢€ 4 =e 2,

On peut ainsi représenter les racines 4-ieéme de 1’unité sur le cercle
trigonométrique.
L’ensemble des points dont les images sont les racines 4-ieme de 1’unité forment

un carré.
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1w
wp Wo
0 1
W3

De fagon générale, I’ensemble des points dont les images sont les racines n-ieme

de I’'unité forment un polygone régulier a n c6tés inscrit dans un cercle de rayon

l.

3. Méthode

Utiliser les racines de 1’unité

Démontrer que le périmétre d’un pentagone régulier inscrit dans un cercle de
s

rayon 1 est égal a 10 sin z

Correction
Les images des racines 5-ieme de ’'unité forment un pentagone régulier inscrit
dans le cercle trigonométrique.

Ainsi pour calculer le périmétre du pentagone, il suffit de calculer la longueur

1 w
d’un coté du pentagone. 1
. Iw,-wil
Soit par exemple : W) 1o
i2X1XT[
lwy —wol| = [ 5 —1|
Wo
2T 0 1
l_
=le5 -1
w3
Wa




25

2m 27 _2n

= |e'T0| x |e'T0 — e ‘10|
E _.E

= |els —e 15

Soit, en appliquant une formule d’Euler :

- . n . n
lwy —wy| = |21 X 51n§| = 251n§

T

On en déduit que le périmetre du pentagone est égal a 10 sin 3



