NOMBRE COMPLEXE : L’ensemble C
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Premiere partie :
L 'ensemble C

Chapitre | : Généralité

I. Définition
[l existe un ensemble de nombres, noté C, appelé ensemble des nombres
complexes qui possede les propriétés suivantes :
- C contient R.
- Dans C, on définit une addition et une multiplication qui suivent les
mémes regles de calcul que dans R.
- Il existe dans C un nombre Jtel que i? = —1.

- Tout élément z de C s'écrit de maniere unique sous la forme z = a + ib

avec a et b réels.

Exemples :

3+4i;-2—-1i; é sont des nombres complexes. Et les nombres réels 0, —2

ou /3 sont également des nombres complexes !

Il. Vocabulaire :

- L'écriture a + ib d'un nombre complexe z est appelée la forme
algébrique de z.
- Lenombre a s'appelle la partie réelle et la nombre b s'appelle la

partie imaginaire. On note : Re(z) = a et Im(z) = b.

Remarques:
-Si b = 0 alors z est un nombre réel.

- Sia = 0 alors z est un nombre imaginaire pur.



I1l. Meéthode

Effectuer des calculs sur les nombres complexes

Simplifier les écritures en exprimant le résultat sous la forme algébrique.

z; =3—-5i—(3i—4) z, = (3 —2i)(—1+ 5i) z3 = (2 — 3i)?
Correction
zy=3-5i—@3i—-4) z, = (3 —2i)(—1+ 5i) z3 = (2 — 3i)?
=3-—-5i—-3i+4 = —3 + 15i + 2i — 10i? =4 —12i + 9i?
=7—8i =—-3+15i+2i+ 10 =4—-12i—-9
=7+ 17i =—-5—-12i

IV. Proprietes :
¢ Deux nombres complexes sont égaux, si et seulement si, ils ont la
méme partie réelle et la méme partie imaginaire.
e Un nombre complexe est nul, si et seulement si, sa partie réelle et sa

partie imaginaire sont nulles.

Démonstration :

Conséquence immédiate de l'unicité de la forme algébrique.



Chapitre Il : Conjugué d'un nombre complexe

I. Définition :
Soit un nombre complexe z = a + ib.

On appelle nombre complexe conjugué de z, le nombre, noté Z, égal a a — ib.

Exemples :
-z=4+5ietz=4-5i

- On peut également noter :

7—-31=74+3i;1=—-i;5=5

II. Proprietes :

Soit z et z' deux nombres complexes et n entier naturel non nul.

a)Z=2z byz+z =7+7 )zxz =Z%X7
— 1 1 z z
dzr=2z" e)(—)=—_ avecz # 0 f)(—,)==,avecz'¢0
Z Z Z Z
Démonstrations:

Onposez=a+ibetz' =a +ib aveca,b,a etb réels.

a)z=a+bh=a—1b=a+ib=2z

b)z+z' =a+1b+a +1b’

=a+a +ub+b")
=a+a —i(b+b")
=a—ib+a —ib

=a+ib+a + b
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c)zxz = (a+1b) X (a +1b") zxz' = (a+1b) X
(a’+lb’)

= aa' + tab’' + tha’ + 12bb’ = (a—ib) x (a’' —ib")

=aa’' — bb" + 1(ab’ + ba')
= aa' — iab’ — iba' + i%*bb’
=aa' —bb' —i(ab’ + ba') =aa —bb' —
i(ab' + ba')

Donc:zxz =zx7

d) On procede par récurrence.

e Initialisation pourn =2:2z2 =z Xz = Z X Z = z 2, d’aprés la propriété

C.
e Hérédité:

- Hypothese de récurrence :

Supposons qu'il existe un entier k > 1 tel que la propriété soit vraie :
zk =7k,

- Démontrons que : La propriété est vraie au rang k + 1 : zk+1 = zk+1,

zkt1 = zk x 7z
= zk x 7, d’aprés la propriété c.
= 7* x z, par hypothése de récurrence.

— Z—k+1

e Conclusion:
La propriété est vraie pour n = 1 et héréditaire a partir de ce rang. D'apres

le principe de récurrence, elle est vraie pour tout entier naturel n, soit :

zn =71,

e)(l)_(l)_( a—1ib )_(a—lb)_ a b .
z)  \a+ww)  \(a+wb)(a-1b)) =~ \a2+b2)  a2+b2  a2+b2
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Propriétés :

a)zestréel ® z=2 b) z est imaginaire pur & z = -7
Démonstrations :

Z=12Z zZ=—-Z

S a+ib=a-—ib S a+ib=—-a+ib

< 2ib=0 = 2a=0

=b=0 =a=0

Propriété : Soit z = a + ib un nombre complexe alors zZ = a? + b2.

Démonstration :

zZ = (a+ib)(a — ib) = a? — i?b? = a® + b?

I1l. Meéthode

1. Déterminer un conjugqué

Déterminer le conjugué des nombres suivants et exprimer le résultat sous

la forme algébrique.

o 342
le(z_l)(l_S) Z2= l




Correction

_ 342t
Z=2-0D0-9 7 =(—>)
3+ 21
=2-1)X (1-5) =
. 3 —2i
=2 +i)(—=i-=5) =—
3 — 2i)i
= —2i—10—i*—5i - _zl)l
—l
3 — 2i0)i
=—2{—10+1—5i _ ! 1l)l
=—-9-7i =2+ 3i

2. Résoudre une équation dans C

Résoudre dans C les équations suivantes:a) 3z — 6 = 4i + z b) 3z —
2=7z+1
Correction
a)3z—6=4i+z b) On pose : z = a + ib. L’équation s’écrit
alors :

3z—z=6+4i 3(a+ib)—2=a—-ib+1

2z =6+ 4i 3a+3ib—2—a+ib—1=0

z=3+2i 2a—3+4ib=0

Donc:2a—3=0et4b =0
Soit:a=%etb=0

s _ 3
Dou.z—2



Chapitre 111 : Formule du bindbme de Newton

I. Théoreme : Formule du binbme

Pour tous nombres complexes a et b et pour tout entier natureln > 1,ona:

(a+Db)"

=(g)am + () amb+(g)ab? ot (T ab™ 4+ () 0"

Remargque : Les coefficients (8’) (711) , (721) (n E 1), (Z) s’obtiennent a

'aide du triangle de Pascal.

On procede par récurrence.

e |nitialisation : Pourn =0:(a + b)? = 1 et (8) a’h® =1

e Hérédité:
- Hypothese de récurrence :

Supposons qu'il existe un entier k tel que la propriété soit vraie :
(a+ b)k = (k) ak + (k) ak~1p + (k) ak2p? + ... + ( k )ab"‘1 +

0 1 2 k-1
()"

- Démontrons que : La propriété est vraieaurang k + 1 :

(a+ b)k+! = (k+1)ak+1+(k+1)akb+(k+1)ak_1b2+---+

0 1 2
(7 e (£ Do

(a + b)) = (a + b)(a + b)*

= (a +b) <(g) a® + (k) a*1h + (k) a*"2p? + -+

(o v+ (1))
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Donc:

iyt =aen e () (o () (]t

SR P

Et, d’apres la formule de Pascal, on a:

(a+ b)Y+t = a1 + (k i 1) a®b + (k - 1) a*1b% + -+ (k - 1) ab® +

1 2 k
bk+1
(a+ byt = (k E)L Dak (k Jlr Dakb + (k er Dak1p? 4t
a5 e

Car(ké_l):let(iii):l

e Conclusion:
La propriété est vraie pour n = 0 et héréditaire a partir de ce rang. D'apres

le principe de récurrence, elle est vraie pour tout entier naturel n.



II. Meéthode

Appliquer la formule du bindbme

Développer I'expression (z + 5)°.

Correction

09 (st (x5 (x5 §

(2)zx5%+(2)se

)Z3X53+(2)22X54+

On construit un triangle de Pascal :

fJo|1]2 34|56
0| 1

11 |1

2| 1] 2| 1
31|33 1

41 1| 4|6 | 4|1
5/ 1|5 |10 /10]| 5 | 1
60 1|6 |15 /2|15 6 | 1

On lit les coefficients sur la derniere ligne du tableau.
(z +5)°
=12z%+62z° X 5+ 152z* X 52 + 2023 x 53 + 1522 X 5* + 62 x 55 + 1 x 5°

Soit: (z +5)° = z% + 30z° + 375z%* + 250023 + 937522 + 18750z +
15625



