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GENERALITES SUR LES ENSEMBLES

1. Ensemble - Elément

Un ensemble est une collection d’objets appelés éléments de E telle que quel que soit I'objet a, on peut
dire sans ambiguité que a est ou n’est pas un élément de E

Siaestunélémentde E, on écrit ac Esinon a¢ E

Deux ensembles E et F sont égaux, et on écrit £ = F', s’ils possédent les mémes éléments.

On dit que E est donné en compréhension s’il est défini par une propriété caractéristique de ses éléments.
Exemple : E=|x, x est un nombre entier inférieur ou égal d 6|

On dit que E est donné en extension s'il est défini par la donnée d’une liste de ses éléments
Exemple : £ = {a,b,c}
L'ensemble vide, noté ¢ , est 'ensemble qui n’a aucun élément.

Un ensemble qui n’a qu’un seul élément est un singleton.

2. Partie d’'un ensemble : Inclusion
2.1. Définition

Soit A et E deux ensembles
On dit que A est une partie de E (ou un sous ensemble de E ou inclus dans E) si tous les éléments de A
sont éléments de E.

Onécrit AcE
(A c E) signifie :(si xe 4 alors xe E)
A n’est pas inclus dans E s’il existe un élément de A qui n’est pas dans E.

2.2. Propriétés :

e Quel que soit I’ensemble E
EcCcE et ¢cE
e Soient A, B et C des ensembles

.SidcBetBcCalors AcC
.SiAc BetBc A4 alors 4A=B

3. Ensemble des parties d’'un ensemble

Les parties d’'un ensemble E constituent un ensemble appelé ensemble des parties de E et noté P(£) :

P(E)={4,4c E}

Ae P(E)s ACE
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Propriétés

Quel que soit 'ensemble E

E€P(E), B€P(E) donc P(E)# 0
Si E=0

P(E)=(9]

Si E=|a|

P(E)=|#,lal]

E=la,b
P(E)=|#,lal,[b],[a,b]]
E:{a,b,cJ
P(E)=(#,la},bl,[c/la,bl,[b,cl,la,c],la,b,c]]

Si E a n éléments alors P(E) en a 2"

4. Complémentaire d’une partie
4.1. Définition

Soit E un ensemble, eA une partie de E
L’ensemble des éléments de E qui n’appartiennent pas a A est appelé complémentaire de A dans E et noté

C.A oux

A=C_A=|x,xeE et xgA|

Six estun élémentde E,ona: xeA si et seulement si xgA

Exemple

Si E=la,b,c,d,e,f| et A=la,b,c,d} ,alors A=le,f}

4.2. Propriétés
Soit E un ensemble, A et B deux parties de E

E=0:; 0=E

A=(A)=A (OnditqueAet A sont complémentaires (I'un de I'autre))

A=B si etseulement si A=B

AcB si et seulement si B cA

A=B si et et seulement si A=B
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5. Réunion et intersection de deux ensembles

5.1. Définitions

Soient A et B deux ensembles, la réunion de A et B notée 4 U Best 'ensemble des éléments appartenant
aAouaB.

AUB=|x,x€A ou xeB|

Et 'ensemble des éléments qui sont a la fois dans A et B est I'intersection de Aet B et noté 4 N B

ANB=|x, x€A et xeB|

Exemple
Si A=la,b,c] et B=la,c,e,f] ,alors ANB=[a,c] et AUB=la,b,c,e,f}

5.2. Propriétés :

Quels que soientAet B

AcCAUB ANBCA
BcAUB ANBcB
AUA=A ANA=A
AUB=BUA ANB=BNA
AUP=A ANP=0
AU(BUC)=(AUB)uUC AN(BNC)=(AnB)NC
AN(BUC)=(ANB)U(ANC) AU(BNC)=(AUB)N(AUC)
Si AcE
AUA=E ANA=0
AcCB sietseulementsi ANB=A AcB sietseulementsi AUB=B

Si AcB alors ANCcBNC et AuCcBUC quel que soit C
Loi de De Morgan :
ANB=AUB
AUB=ANB
6. Partition d’'un ensemble
Soient E un ensemble et A4, A,, ..., A, des parties de E.

{A1 Ay, AL }est une partition de E si les A ; sont tous non vides et si quel que soit xe £ |l
existe un et un seul A tel que x € 4,
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On montre que {A;,A,,...A, } est une partition de E si :
« A, #8, quel que soit i
© ANA=8 sii#]
+ AUA,U..UA =E

ANA =8 si i#] signifie A\NA,=8 , ANA,=0 ... ANA=0 , ANA=0
A,_NA=0

Exemple : Soit E# 0 ; ACE ; A# 80 et A#E
[A,A] est-il une partition de E ?

A#0 , A#E car A#E
ANA=Q
AUA=E

|A,A] estdonc une partition de E

7. Ensemble produit

On appelle produit (cartésien) de A et B I'ensemble des couples (x ;y) tels que x € Aet ¥ € B. On le note :
AxB

A><B:{(x;y)/x€A et yEB}

Exemple
Soit A={a,b,c] et B=(0,1}

A B 0 1
(a0) (a, 1)
b (b,0) (b,1)
C (c,0) (c,1)

AXB={(a,0),(a,1),(b,0),(b,1),(c,0),(c,1)}

Remarques
« (x;y)=(X;Y) sietseulementsix=xety=y
e (x;y) #(y;x) saufsix=y
* SiA=B, AxB=Ax A=A’

Généralisation
* A XA,X.XA,= [(xl,xz,---,xn) | x,€A|,x,EA,, -, et x,EA,
» Ses éléments sont appelés des n-uplets, n-uples, n-tuples, ou n-listes

o (x.xpeux,)=(x";,x", ,X",) sietseulementsi x,=x',,x,=x',..etx,=x,

«  SiA,=A,=..=A_=A alors A, XA,X..XA =AXAX.. XA=A"
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