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Dénombrement
Notion de théorie des ensembles

1. Ensemble - Elément

Un ensemble E est une collection d’objets appelés éléments de E telle que quel que soit I'objet a, on peut
dire sans ambiguité que a est ou n’est pas un élément de E

Siaestun élémentde E, on écrit a<E ,sinon a¢E .

Deux ensembles E et F sont égaux, et on écrit E = F, s’ils possédent les mémes éléments.
Exemple

E est 'ensemble des personnels de I'école.

Le directeur est un élément de E , mais le premier ministre ne I'est pas

2. Cardinal d'un ensemble fini

On dit que E est un ensemble fini si on peut compter ses éléments. Le cardinal de E noté card E désigne
son nombre d'élément.

Exemples

E={1,2,a,b}, cardE=4

E est I'ensemble des entiers naturels inférieurs ou égal &8 6. card E =7

L'ensemble vide, noté & , est 'ensemble qui n’a aucun élément. Card & =0;

Un ensemble qui n’a qu’un seul élément est un singleton.

3. Opérations sur les ensembles

3.1 Partie d’'un ensemble : Inclusion
3.1.1 Définition

Soit A et E deux ensembles

On dit que A est une partie de E (ou un sous ensemble de E ou inclus dans E) si tous les éléments de A
sont éléments de E.

On écrit AcE

AcCE AcE

L A

Si AcE ,alors card A<card E
3.1.2 Ensemble des parties :

Les parties d’'un ensemble E constituent un ensemble appelé ensemble des parties de E et noté : P(E)
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PE)={A/ A<E }

3.1.3 Complémentaire d’une partie

Exemple
E ={1,2,3,4,56}etAles nombre parsdeE. A = {1,3,5}.

3.2 Réunion et intersection de deux ensembles

ANnB=U <« E

3.3 Partition d’'un ensemble

Date de version : juin 2023 Auteur : Ivo Siansa 2/5



@ educ mOd http://www.accesmad.org @ @ @

3.4 Ensemble produit
3.4.1 Définition

On appelle produit (cartésien) de A et B 'ensemble des couples (x ;y) tels que XcA et. XeB Onle
note: AXB AXB={(x;y), XeA et xeB }

onacard AXB = card A. card B

g Afriom) L B={u,....u}

on peut alors représenter tous les éléments de A X B sous formes de tableau a n lignes et p colonnes

(z1,y1) | (z1,m2) |- | (21, 0p)
(x2,11) | (x2,2) | -+ | (z2,Up)
{Inl-. 1) {-Tnl-. ya) | - [lfn; YUp)

3.4.2 Généralisation :

Bqwhox whp={fqno, v/ By e b i € B, et vy Ap)
Ses éléments sont appelés des n-uplets, n-uples, n-tuples, ou n-listes

si AT=A2=..=An=A, A1 XA2 X... XAn =AXAX..XA=A".

4. Les nouveaux nombres

4.1 le nombre factorielle

Pour tout entier naturel n, on définit et on note le nombre factorielle n par :
0! =1 et pour n>0 n! =n.(n-1).(n-2)....3.2.1.
Ainsi : 11 =1, 21=2, 41=4x3x2x1= 24, 8!=8x7x6x5x4x3x2x1=40320.

4.2 le nombre A?

Pour deux entiers naturels n, etpona:

- AP =0sip>n
n!
- Al = ——— sip=.
(n—p)!
o 10!
A= — =
Ainsi 0= T10-3)] 720
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4.3 Le nombre ¢?

Pour deux entiers naturels n, etpona:

- CP =0sip>n
!
- Ch= — T sip=.
p!(n—p)!
. _ 3 _ 10! _ )
Ainsi:C310= Cj, = m =120 ;

5. Dénombrement

5.1 Arrangement avec répétition

Un arrangement de p éléments de E est une suite ordonnée de p éléments de E. Ici p désigne un entier
naturel. Dans un arrangement, on doit respecter 'ordre, mais un élément quelconque de E peut revenir
autant de fois que I'on veut dans une suite.

Si card E = n. Le nombre d’arrangement d’élément de E est: N = nP .

5.2 Arrangement sans répétition

Un arrangement sans répétition de p éléments de E est une suite ordonnée de p éléments de E deux a
deux distincts.lci p désigne un entier naturel. Dans ce genre d’arrangement, on doit aussi respecter I'ordre,
et, éviter de faire revenir une deuxiéme fois un élément déja choisi.

Dans le cas ou n=p, on parle de permutation.

Si card E = n, le nombre d’arrangement sans répétition d’éléments de E est :

N= Al=—" _
(n—p)!

5.3 Combinaison

Une combinaison de p éléments de E est un sous ensemble de E a p éléments. Dans une combinaison, il
n’y a plus d’ordre .

/
Sicard E = n, le nombre de combinaison de p éléments de Eest: N= C’ = m

5.4 Regle du produit

Si on peut choisir un objet A de a fagons, et un objet B de 8 fagons, alors on peut choisir A puis B de a .
facons.

5.5 Exercice résolu

Un sac contient 9 jetons indiscernable au toucher et portant les numéros 1 2, 3,..., 9.

1) On tire successivement trois jetons du sac , en remettant a chaque fois le jeton tiré dans le sac. On écrit
cbte a cbdte chacun des trois chiffres tirées dans l'ordre du tirage. On obtient ainsi un nombre a trois chiffres.
Combien peut-on obtenir de résultats différents ?
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2) On tire successivement sans remise trois jetons du sac. On place es jetons cbte a cdte dans I'ordre du
tirage. Combien peut-on former ainsi de nombre de 3 chiffres ?

3) On procéde au tirage de trois jetons simultanément. Quel est le nombre de tirage possible ?
Réponse

1) Exemples de résultats: 232,551, 333,124, ... C'est un arrangement avec répétition, leur nombre est
donc : N = 9°=729.

2) Exemples de résultats : 145, 541,415, 321, ... C'est un arrangement sans répétition, leur nombre est

donc: Ag:(9_793)! =504 .

3) Exemples de résultats : Il s'agit de combinaison. Il y a donc C?, = 84 cas possibles.

5.6 Fiche méthode

Résumons dans un tableau I'utilisation de ces formules.

Successifs = avec ordre Simultané = sans ordre
Avec remise = un objet peut Avec remise = un objet ne peut P = n!
revenir plus revenir n p!(n—p)!
np AP: n
" (n-p)!
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