’é ed“( mOd http://www.accesmad.org @ ® @

Similitudes planes et nombres complexes

1. Ecriture complexe d'une similitude directe

Théoréme
Si f est une similitude directe, il existe des nombres complexes a et b (a=0) tel que I'écriture complexe de f
est de la forme z'=az+b.

Soit le point Q d'affixe o et k un réel positif.
- L'homothétie h ( Q, k) transforme le point M (z) en M4 (z1) tel que :
zi-o=k(z-o)

- A la rotation r, on peut associer un réel 6 et un nombre complexe z, tel que si r transforme M1 en M' (Z'),
on ait :
z':(cose+isine)z+zo:eiez+zo.
- La similitude directe f =r o h transforme M en M ' tel que
z'=ekz+ (1K) za] + 20
=keiez+(1-k)eiezQ+zo

Soitz':az+baveca:keiezk(cose+isin6) et b:(1-k)eieZQ+ZO

- Etude des transformations d'écriture complexe : z'=az+b, acC*,beC

Soit les complexes a et b (a # 0). On considére la transformation :
f: P > P

M(z)—> M'(z'), z'=az+b
H
-Sia=1,onaz =z+b.fetla translation de vecteur u d'affixe b.

-Sia=#1, LepointQ(zo)estinvariantparfsi @o=aw+b ie. o= 1L .Alors, z'-zg = a (z - zg).
-a

Oron peutécrirea:|a|(cose+isine):|a|ei9,
dou:z'-zo=|a|(cosO+isin0)(z-zq) =|a|(z-zQ)eie.

f est la composée de I'hnomothétie de centre Q ( zo), de rapport k = | a | et de la rotation de centre QO et
d'angle 0.

Théoreme

La transformation M (z) —» M'(Z') telque z'=az + b avec a € C* et b € C est une similitude directe
d'angle 6 =argaetderapportk=|a].

Si de plus, a # 1, cette transformation a un point invariant unique Q d'affixe o= 1L qui est la centre de la
—a

similitude.

f = roh est appelée forme réduite de la similitude directe.

- Transformé d'un bipoint par une similitude directe

¢ On considére la similitude directe s définie parz > z'=az + b.

Soient les points A (za) et B (zs) du plan P et A'=s (A), B'=s(B). On a : zg'-za= a (zg-za).
Alors :
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g —Zp!
B — Zp
arg (zg' —zp')-arg(zg —za)=arga

=lal

B’ - o
i.e. ﬂ=Ial et (AB,A'B')=arga
AB

e Réciproque : similitude directe définie par la donnée de 2 points et leurs images.

Soient A (z»), B (zs) et A' (za'), B' (zs') des points distincts de P. On démontre qu'il existe une unique
similitude directe tel que I'image du bipoint (A,B) par cette similitude soit le bipoint (A",B').

En effet, il faut et il suffit qu'il existe a € C* et b € C tels que

Zpr = azp +b
zg'= azg+b
Zp' — Zp ZR Zp' — ZAZR' .
Puisque za # zg, On a azu et b:M_ a et b sont uniques.
Zg —ZA B — Zp

- -
-Sia=1, alors A'B'= AB . C'est la translation de vecteur d'affixe b.

- Sia# 1, alors la transformation est la similitude directe de centre Q d'affixe w= 1L , de rapport

A'B’ \ R OAR A
k=|a|=ﬁ etd'angle 6 = (AB, A'B' )= arg (zg' —za')—arg (zg — zp)-

Théoréme
Etant donnés A, B, A', B' avec (A#B), il existe une unique similitude directe qui transforme A en A' et B en
R' - -

B'. C'est la similitude directe de rapport k = % et d'angle 6=(AB,A'B')

2. Expression complexe d'une similitude inverse

Théoréme.
f est une similitude indirecte, f: M (z) > M ' (z'), si et seulement si sa fonction complexe associée est de

laforme,z'=a z+b, a=0.

Démonstration.
f transforme le triangle ABC en A'B'C' semblable indirect.

La réflexion d'axe Ox, sox: M (z) —> M (2) transforme le triangle ABC en A1B1C4 semblable indirect.
A1B1C1 et A'B'C' sont semblables directs donc il existe une unique similitude directe g qui transforme
AB1Ciet A'B'C', sa traduction complexe est de laforme z'=az+b,a#0.

f =g or et sa traduction complexe est de la forme z'= a Z+b ,a#=0.

Réciproque: Soit la transformation :
z —Sx ,7, =7 symétrie par rapport a Ox

7y —3sZ'=az, +b similitude directe

La composée s1 0 sox est une similitude plane inverse.
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- Etude des transformations d'écriture complexe : Z' —az +b,aeC*,beC

La similitude inverse s : M (z) > M ' (2') tel que z'=az+b est une similitude de rapportk =1al.

1¢"cas:silal =1, s estun antidéplacement.
e Recherche des points invariants

- On peut déterminer lI'ensemble des points invariants a partir de I'expression analytique. Si cet ensemble
est non vide, s est la symétrie orthogonale (ou réflexion) par rapport a cette droite invariante.

- Détermination a partir de z'=az+b.

Considérons I'application s 0 s. On a M(z) ——M'(z')———>M"(z")

Z'=az+b Z"=az'+b =aaz+ab+b

= —
Orlal=1,dousosestdonclatranslation t de vecteur v d'affixe ab +b.
e L'application s est une symétrie orthogonale si et seulement si s 0 s = id c'est-a-dire a b+b=0.

_ - h
Si ab+b=#0, sestlacomposée d'une réflexion sp et d'une translation t de vecteur u d'affixe a b2+ b .

2¢me cas:lal=1.

¢ Sile point Q d'affixe z¢, estinvariant par s, alors on a ZQ:aZ_Q+b. Et, zp=a (a£+ b)+b.

ab +b
D'ou Zn= —.
1-aa
-~ , ab +b —
Réciproquement, soit le nombre complexe zo=——,0na zg=azn+b.
1-aa
o , . L , e ab +b
La similitude inverse s posséde un point invariant Q d'affixe zq=——
1-aa

e Pour tout point M (z) et son image M' ('), on a: z'=az+b et ZQ:aZ_Q+b

Alors Z'-zn =a(z—-zn) et 1Z-zgl :Ial|z—zQ| c'est-a-dire QM '=la | .QM.

SiM=Q,ona arg(z'-zg )=arga-arg(z- zg ).
On démontre que s = h o sp.

Théoreme

Soit s une similitude inverse définie par Z=az+b
Silal=1:s estlasymétrie orthogonale (ou réflexion) par rapport a une droite (A) si et seulement si
ab+b=0

= - ab+b
Si ab+b #0, s=s 0t ou u est le vecteur d'affixe

u

. L . : e ab+b
.lal=1:s posséde un point invariant unique Q d'affixe zg=———

1-aa
ou s, est la symétrie orthogonale par rapport a une droite (A ) contenant Q et h homothétie de centre Q et
de rapport lal.

ets= hOSA= SA Oh,
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e Remarques
.Danslecasoulal=1, hosp est appelée forme réduite de s.

. La droite (A) est globalement invariante par la similitude s.

. La droite (A"') perpendiculaire a (A) est aussi invariante par s, et s=h'osp ou h' est I'nomothétie
h(Q, -lal ).

.(A) et (A") sont appelées premiére et deuxiéme invariantes par s.

. Toute similitude indirecte est caractérisée par son rapport, son point invariant et par sa premiére droite
invariante.

. Détermination de I’'axe (A) :

- On démontre que la direction de I'axe de symétrie (A) est telle que I'angle (OX,A):%arga :

- L'axe (A) est'ensemble des points M (z) tels que : a (E—a y=lal(z-zg)

SiM e (A)alors M’ € (A) et M’ est 'image de M par 'homothétie h, i.e. z'-zg = lal(z-zg)

Or, -z =a(z-zn ). Dou,siM e (A)alorsa( z-z ) =lal (z-zg)
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