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FONCTION LOGARITHME NEPERIEN

1. Définition

Le fonction x +——» % est définie et continue sur ]0;+wo[ , donc elle admet des primitives sur cet

intervalle. Parmi ces primitives, il existe une et une seule qui s’annule en 1.

La primitive de la fonction x+—» % définie sur ]0;+w] quis’annule en 1 est appelée fonction logarithme
népérien. On la note In (ou Log).
Donc si f(x) = In x, alors

e Df= ]0;+0]
VR |
f'(x)=In"x= .
« f(1)=In1=0
Comme In est la primitive de x —» % qui s’annule en 1, alors Inx:f %dt
1

Interprétation graphique

Le réel In x est, en unité d’aire, I'aire géométrique du domaine plan situé entre la courbe de x ——» <

'axe des abscisses et les droites verticales d’abscisses 1 et x.

2. Sens de variation

1 , . . . .
Pour tout x >0, —>0 , doncIn’x > 0. Alors la fonction In est strictement croissante sur son domaine de
X

définition ]0;+oo[
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Conséquences :

Pour tous réels strictement positifs a et b,
* Ina=Inbsietseulementsia=>b
* Ina>Inbsietseulementsia>b
* Ina>0sietseulementsia>1

e Ina<O0sietseulementsi0<a<1

3. Propriétés algébriques
Théoréme

* Pour tous réels a et b strictement positifs, Ina.b =lna +In b

* Plus généralement pour tous réels non nuls a et b, In a.b =1In |a| + In |b|

X 1
e Pour tout réel a non nul, Ingz—lna

* Pour tous réels a et b strictement positifs In%zlna—lnb

Démonstrations

« Considérons les fonctions f et g définies sur ]0;+o[ par f(x) = In x et g(x)=In (a x) , ol a est un
réel strictement positif.

On a respectivement f'(x):% et g'(x):ilex

Ainsi, f'(x) = g'(x), donc f et g sont des primitives de la fonction x —» % .

D’aprés une propriété des intégrales, f et g difféerent d’'une constante : il existe une constante réelle k telle
que g(x) = f(x)+ k .

En particulier g(1) = f(1) + k.

Commef(1)=In1=0,etg(1)=Ina,onak=Ina.

D'ouln(ax)=Inx+Ina.

. InE:In(a.l):InaHn1
a a a

Or n2=in1=0 .dot Int=—Ina
a a

a_ (g 1= 1 hae
InB_In(a.b)_Ina+Inb_Ina Inb

Ainsi In%:ln a—Inb
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Théoréme
Pour tout réel a strictement positif et tout entier naturel n,ona In(a")=n.Ilna

Pour tout réel a strictement positif et tout rationnelr,ona In(a")=r.Ina
— —_ 1
En particulier, In(\/a)zi.lna

Démonstrations
+ Soit a > 0. Démontrons par récurrence que In(a")=n.Ina quel que soit I'entier naturel n.
Pourn=0, In(a’)=In1=0 ,et0.Ina =0.
Donc I'égalité est vérifiée a I'ordre 0.
Supposons que I'égalité soit vraie & I'ordre n, c’est a dire  In(a")=n.Ina
Montrons qu’elle est encore vraie a I'ordre n+1, c’est a dire  In(a™"')=(n+1).Ina

In(an+1)

=In(a"a)=In(a")+Ina
Par hypothése de récurrence In(a")=n.lna ,ainsi In(a™')=In(a"™a)=n.Ina+lna
Alors In(a™")=(n+1).Ina .

* Soit n un entier négatif. On am=-n>0.
In(a”):ln(a‘m):ln(im):ln(l)
a a
Comme m > 0, In(%) :m.In(%):m(—lna):—m.lna

m
Ina”:ln(%) =-m.lna=n.lna

Dot pourn <0, In(a")=n.lIna

Ainsi, quel que soit I'entier relatif n, In(a")=n.Ina

+ Soit q un entier naturel strictement positif, ona In(a)=In(a )
&) 1
Or, d’aprés le résultat précédent, Ina=In(a? q):qln(aq)

N

1
Ce qui donne In(aq):%lna

@) 1
Considérons alors un entier relatif p. Ona In(a%)=In(a® p):p.ln(aq)

p 1 p

3 1
Ce qui donne In(aq):p.%ln(aq) Dou In(a®)=Pin(a%)
Cas particulier

Poura>0, In(a)=In(va)’=2Inva ,d'ou In(x/g):%lna
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4. Etude des variations de la fonction In

Soit f(x) = In x.
®* Df= ]0;+m]
* Limites
> xll)rP f(x):JLrP INX =+ 00

Nous avons a montrer que pour les grandes valeurs de x, les réels In x finissent par dépasser tout réel M
fixé, aussi grand soit-il.

Soit M un réel. Montrons que pour tout réel x assez grand, on a In x > M.

On a pour tout entier n et pour tout x > 0, si x>2" alors x>2" ,donc Inx>n.In2

M
Pour avoir In x > M, il suffit d’avoir de prendre x>2'"?2

M M
En effet, du fait que la fonction In est croissante, si x>2"? ,ona Inx>In2"?

Inx>ﬂln2 ,oulnx>M.
In2

dou lim f(x)=Ilim Inx=+o0

X=> +0 X >+

> limf(x)=limInx=—o

x>0" x=0"

1 . .
Posons x=— .Ona, x —» 0" sietseulementsiz—» +x©
z

Donc lim f(x)= lim Inlz: lim —Inz=—cw
x>0" Z >+ Z2 +o0
Dérivabilité et dérivée
La fonction In est une primitive d’'une fonction, donc elle est dérivable. Sa dérivée est f'(x):ln'x:%

Limites classiques

. In(1+x
° ||m g:']
x=0"
. Inx
. lim —=0
X=> +00 X
. lim x.Inx=0

x>0
Démonstrations

* Soitf(x) = Inx.

f est dérivable et f'(x):ln'x:% ,donc f'(1)=1

Or, par définition, fl(X):”m f(1 +X)_f(1):|im In(1+X)—|n1 —lim In(1+X)
x>0 X x>0 X x>0 X
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Do lim M%)y
x=0"

e Pourt>1, 1<Vt<t .

. 1 4t

En prenant les inverses, T<T

En intégrant, pour x >1 , on a f :—dt<f \/it-dt .
1 1

Ce qui donne Inx—In1<2Vx—2V1 et Inx<2Vx—2V1<V2

Puisque x> 1, In x> 0.

. R . Inx V2
En divisant par le méme nombre réel x > 1, on a 0<7<7
2 _Inx
Comme lim —=0 ,ona Ilim —=0
x>+0 X x>+0 X

1 1 . .
e Posons x=— donc z=— . x —» 0" sietseulementsiz—» +o0
z u

. 1 1 . Inz
lim x.Inx=Ilim —.In—=—Ilim —=0

x>0' x>t Z  Z  zoww Z
5. Dérivée et primitives
Soit u une fonction strictement positive et dérivable, et f la fonction définie par f(x)= In [u(x)].
Ensemble de définition
f(x) = In[u(x)] est défini pour tout réel x tel que u(x) est défini et u(x) >0
Dérivabilité et dérivée
On a f(x)= (In o u)(x).

In et u sont dérivables, donc f est dérivable, et d’aprés la formule de dérivation d’'une fonction composée,
f'(x)=u'(x).In"(u(x))

In'x:% , donc In'u(x):ﬁ :
)=

Alors In u(X)—u(X)

D'our, si f(x)= In [u(x)], alors  f'(x)= l:'((:(())

Nouvelles primitives

Considérons la fonction g définie par g (x)=In |u( x)|.

Si u(x) > 0, alors g(x)= In [u(x)], et Q(X):l:'((:))
Si u(x) <0, alors g(x)= In [-u(x)], et 9'("):_—%'((;)) - lljl((: ))
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Donc g est la primitive de la fonction définie par t((:))
» Ainsi, si f(x):l:((:(()) alors les primitives de f sont les fonction F définies par F (x)= In |u( X)| + K,

avec K réel.

En particulier,

» si f(x):% alors les primitives de f sont les fonction F définies par F (x)= In| x| + K, avec K réel.

> si f(x)= 1 alors les primitives de f sont les fonction F définies par F(x):llnlax+bI+K ,
ax+b a

avec K réel.

6. Résolution d’une équation et d’une inéquation avec In

Le nombre e
La fonction In est strictement croissantes sur ]0;+0[ , c’est donc une bijection de ]0;+0[ surIR.
Pour tout réel m, I'équation In x = m admet donc une solution unique dans l'intervalle ]0;+o]
En particulier, il existe un unique réel dont le logarithme népérien est 1. Ce réel est noté e. Ainsi In e =1.
e est une nombre irrationnel, e~2,71828..
Résolution de I'équation In x =m
Inx=m=m.1=m.lIne=Ine"
ce qui donne x=e"
Donc, dire que In x = m équivaut a dire que x=e¢"
Résolution d’une inéquation In x > m

Inx>m équivauta Inx>Ine™
ce quidonne x>e"

Donc, 'ensemble des solutions de I'inéquation est S=]e™,+ x|
Résolution d’une inéquation In x <m

équivauta Inx<Ilne™
ce quidonne x<e"

Comme x doit étre strictement supérieur a 0 pour que In x soit définie, 'ensemble des solutions de
Iinéquation est S=]0,e"[
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