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Calcul integral

Exercice 1
o . : - A 2xdx
1° Soit | un nombre réel strictement positif. Calculer I(1) = L—
2,13
(x“+12)
Calculer la limite éventuelle de (1) lorsque | tend vers +co.

2x +1

—dX.
\/x2 +X+2
Exercice 2

1 - Calculer la valeur moyenne de :

. 1
af:x— sur [0,8
) iU osl

x_12 sur [1,2] puis sur [%,1], ne N*

. A
2° Méme question avec (L) = I-x

b)g:x—

Exercice 3

1) Calculer J; _SinX_ gy
cos? x

2) En déduire, en effectuant une intégration par parties | = ﬁ XSINX 4y et

cos3 x
_ I;%], XSiNX_ 4
cos3 x

Exercice 4

1- a) Montrer que f:x— f(x) = f)(itdt est définie sur Iz]—%,g[.
cos

b) Calculer f’(x) et étudier le sens de variation de f.
1

1+t

2- Mémes questions pour f(x) = .ﬁx 1+ t2dt et f(x) = E > dt.

Exercice 5

1) Soit f une application de R dans R, continue sur R, et u et v deux applications de R dans R,
dérivables sur R. Soit g I' application de R dans R définie pour tout réel x par : g(x) = ((XX))f(t)dt

Démontrer que g est dérivable sur R et que I'on a, pour tout x de R, g’(x) = v’ (X)f[v(x)]-u’(x)f[u(x)].
dt

Vi+ t2

a) les hypotheses du 1) sont-elles vérifiees ?

2 ) Application g: X+ fx

b) Calculer g’(x) pour tout réel x.

c) Déterminer le sens de variation de g.
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Exercice 6
_\n n ( \K
Soit (up) la suite définie par up, :1—1+1—....+ (=) = (=1 . On se propose d’établir que
3 5 2n+1 =2k +1
dt

A - 1° Justifier la dérivabilité de F et calculer F’ .

2° Soit u la fonction définie sur {O%{ par u (x) = F ( tan x ). Calculer u’(x) pour tout x de

L 1 dt
O,E . En déduire que u(x) = x pour tout x de O,E et que L I
2 2 1+t 4
1 t2n+2
B- 1° Montrer que, pour tout réel t :(1—t% + t* +.....+ (-1)"t?") ——= (-D" =
1+t 1+t
2n+2
g e 1 1
2° En déduire, a l'aide d’une intégration, que :u,, — L dt2 =(=D" ! dt.
1+t 1+t
2n+2
3° Montrer que pour toutréel tde [0, 1], on a :—-< t2N*+2 (1)
1+t

En déduire que

1 dt |1
Up — '[)1+t2|£ i3 Conclure.

Exercice 7

Soit= 1, = gbsin“xdx , heN

1) Calculer Ip et ;.

2 ) En effectuant une intégration par parties, montrer que pourn>2 nly=(n-1) I .
En déduire Iy, et | 241

3) Montrer que (l,) est décroissante.

- L - Ih—
4) En utilisant les inégalités I, < Ir.1 < Iz ., trouver la limite de r;—l quand n tend vers +o
n

. L, N T
5) Montrer que pour tout n au moins égala 1, n I, I,.1= E

En déduire les limites de I, et In\/ﬁ quand n tend vers +o

Exercice 9

x dt

Soit f I'application de ]-1;+o0 [ définie par f(x) = £

pour tout x de ]-1;+w [

1+t3

1) Calculer f’(x) et déterminer le sens de variation de f
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dt
1+ t3

2 ) Soit (un) la suite définie pour tout n de N par u, = E

a) Démontrer que (u;,) est croissante.

. S : dt dt
b) Demontrer les inégalités suivantes : u;< 1 et JF <Iln—

1+t3 £3
En déduire que (un) est convergente.
Exercice 10
. . e . 1 X"
On considere la suite (l,) définie pour tout entier n par : |, = L dx
10 +x

1- Calculer lo.

2- Etude de (Iy) :
a) Montrer que pour tout n, I, est positif ou nul.
b) Montrer que la suite (I,) est décroissante.
¢) Montrer que la suite (I,,) est convergente.

1

d) Montrer qu¢ ———<I; <———.
11(n+1) 10(n+1)

e) En déduire la limite de (Iy).

Exercice 11

. . int
On considere la fonction F : x > .[))(STdt

f(0)=0

1- a) Montrer que la fonction f définie par : est continue sur IR.

sinx .
f(x)=—— six#0
X
b) En déduire I'existence de la fonction F : x E(f(t)dt.

. xSint
Par extension, on notera F(x) = _[)Tdt

2- Etudier la parité de F.
3- Quel est le sens de variation de F sur les intervalles [2nn ,(2n+1) 7] nelN, et sur les
intervalles [(2n+1) 7 ,(2n+2) ], neIN ?

3
4- Sachant que pour tout xe[0,1], X —);—I <sinx < x, montrer que pour tout xe[0,1]

3
X——<F(X)<x
18

5- Tracer I'allure de la courbe représentative de F dans un repere (0O, T,]) pour xe[-1,1] .
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6- Soit a, = J:m )ns—dx
n X
sin(nm +t
a) Montrer que a, = gﬁdt
nm+t

b) En déduire que pour tout n >0, ayn_1 <asn,1 <0<agy,2 <agy
1
c) Montrer que, pour toutn >0, 0<ap,+asysq < —
4n
1dx 1 dx
7- a) Montrer que pour tout n >1, J:+ —<—X< J: —
x2  n2 -1,2

1 1

b) En déduire que la suite (S;,) définie par : S, :i+—+—+... +i2 converge.

12 22 3? n
¢) Montrer que sin x < x pour tout x > 0. En déduire un encadrement de ao.

nm Sin X

8- a) Déduire de la question précédente que la suite (l,) définie par I, = L —dx
X

est croissante et convergente.
b) Montrer que si x € [(2n+1)=n, (2n+2)n Javec nelN, alors |, <F(X) <lh,q

. 1
c) Montrer que si X € [2nz, (2n+1)n ] avec nelN, alors I, <F(x) <I, +2—
n

(n €IN)

En déduire que F est positive sur IR*, et gue F admet une limite finie quand x tend vers + o, et

guand x tend vers -,
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