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Fonction réciprogue

1. Rappel

Soient E et F deux ensembles non vides.
1.1 Définition

Une application f de E dans F est bijective si quel que soit I'élément y de F, il existe un élément unique x de
E tel que f(x) = y.

1.2 Théoréme

Si f est une bijection de E dans f, alors il existe une application notée f ' de F dans E, appelée réciproque
de f, et définie par x = f (y) si et seulement si f(x)=y.

f': F > E si et seulement si f:E > F

y —»f'(y)=x X —»f(x)=y

_1 _ —
FUY)=X & ot seulement sii JTXI=Y
yeF x€E

On a donc : siy est I'image de x par f, alors x est 'image de y par f*
1.3 Propriétés
- Soit f'la réciproque de f, alors f o f " (y)=y pour tout y de F, et f "o f(x) = x pour tout x de E.

- Si f ' est la symétrique de f, alors f est la symétrique de f-': on dit que f et f ' sont symétrique I'une de
l'autre.

Exemple

La fonction f définie par f(x) = 2x+1 est une bijection de IR dans IR, et admet donc une réciproque de IR
dans IR.

Sion pose y = f(x), on ay = 2x+1, donc X:y_;1

y—1

La réciproque de f est donc I'application f' de IR dans IR, définie par " (y):T

Exercice : Déterminer fo f' (y) et f ' o f (x).
2. Fonction bijective

2.1 Théoreéme

Si une fonction f est continue et strictement monotone sur une intervalle |, alors elle réalise une bijection de
I surJ = f(l).

Elle admet une réciproque f ' de J vers |, continue, bijective, et de méme sens de variation que f.
2.2 Remarques

- C’est une condition suffisante mais pas nécessaires, une fonction peut étre bijective sans qu’elle soit
continue et strictement monotone.
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- Si M( x ; y) est une point de la courbe représentative de f, alors y = f(x).

Si f est bijective, et f' la réciproque de f, alors x = f (y). Donc le point M'( 'y , x) appartient a la courbe
représentative de f .

Or le point M et M’ sont symétrique par rapport a la droite d’équation y = x.

Donc la courbe de f est la symétrique de celle de f par rapport a la droite d’équation y = x

29 A

2.3 Application : fonction racine n-ieme ( n €IN )

Soit f la fonction définie [ 0 ; +oo [ par f(x) = X", ou n est un entier naturel non nul.
f est continue et strictement croissante sur[ 0 ; +o [.

Donc f est réalise une bijectionde [0 ; +co[surJ=f([0;+0o[)=[0; +wo [.

Ainsi elle admet admet une réciproque f ' de J sur |, appelée fonction racine n-iéme et notée

f‘1(x):x%:V§

4- y=x"

Cas particulier : la réciproque de la fonction carrée sur [ 0 ; +oo [ est la racine carrée.
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