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Calcul matriciel

1. Définitions
1.1 Matrice (n,p)

Une matrice est un tableau de nombres comportant n lignes et p colonnes. On dit que la matrice est de
taille n x p ou (n,p).

Si n = p, on dit que la matrice est carrée d’ordre n.

Exemples :
2 -1

. 3 1 | estune matrice (3,2)
-2 1
1 -1 %

. est une matrice (2,3)
1
7 -2 0

Une matrice carrée est donc une matrice ayant le méme nombre de lignes et de colonnes.
Pour simplifier, nous dirons qu’'une matrice carrée ayant n lignes et n colonnes est une matrice de taille n

1 -1 3
2 -1 2
Exemples : et |1 sont des matrices carrées.
3 1 - -2 0
7
1 8 -14

Dans ce chapitre, on n’étudiera que les matrices carrées.

1.2 Matrices carrées particulieres

1.2.2 Matrices nulles
Une matrice nulle est une matrice dont tous les éléments la constituant sont nuls.

Exemples
00 0 0O
A= (0 0) etB= [0 0 0] sontdes matrices nulles
0 0O

1.2.2 Matrices diagonales

Une matrice diagonale est une matrice dont les éléments autres que les éléments diagonaux sont tous
nuls.

Exemples
2 0 1 0 0
A= (0 1) etB= [0 -2 O sont des matrices diagonales
0O 0 -14
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1.2.3 Matrices triangulaires

Une matrice triangulaire supérieure est une matrice dont les éléments situés en-dessous de la diagonale
sont tous nuls que les éléments diagonaux sont tous nuls.

Exemples
2 9 -1

A= (g _11) etB= |0 _% V3| sontdes matrices triangulaires supérieures.
0O 0 -4

Une matrice triangulaire inférieures est une matrice dont les éléments situés en-dessous de la diagonale
sont tous nuls que les éléments diagonaux sont tous nuls.
Exemples
3 0 0
_ ( 7 o) _ V2 . . o
A= etB= [-8 —— O sont des matrices triangulaires inférieures

1 2 -4

1.2.3 Matrice identité
On appelle matrice identité de taille n et on note | , la matrice diagonale, dont tous les éléments diagonaux

sont tous égaux a 1.

Exemples
10 100

A= |,= etB I;={0 1 0] sontdes matrices identités
01 0 0 1

2. Opérations sur les matrices

2.1 Addition de deux matrices

On ne peut addition deux matrices que si elles sont de méme taille.

L’addition s’effectue élément par élément.
a1 |, by by _[aytby ap+by,
a21 a22 b21 b22 aZ‘l +b21 a22+b22
La somme de deux matrices est une matrice de méme taille.

ay A A by by, by, ay+by ap+by, a;+by,
Ay Ay Ay |t by by by |={ay+by ay,+by, a,+b,,
83 8y Az) by by bag A3 +Dy  Az+Dhy, ag+by,

Propriété

L’addition de deux matrices est commutative, ce qui signifie que si A et B sont deux matrices de méme
taille, alors A+B = B+A.

De méme, I'addition des matrices est associative : si A, B et C sont des matrices de méme taille, alors
(A+B)+C = A+(B+C) =A+B+C.
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2.2 Multiplication d’'une matrice par un nombre

Le produit d’'une matrice par un nombre k est une matrice de méme taille.

Elle s’obtient en multipliant chaque élément par k.

k[ 811 a,|_(k.a, k.3,
ay a8y \k.3; k.3
ay A, A, (ka, ka, kag

K.lay a, a,|=|kay ka, ay
a3 8y Aas| \kay, kag kag

Propriété
Pour toute matrice M et pour tous réels k et k’, (k.k’).M =k.(k’.M)
2.3 Produit de deux matrices

Le produit de deux matrices A et B est une matrice C de méme taille que A et B.

L'élément C; de la matrice C est le « produit scalaire » de la ligne i de A et de la colonne j de B.

G G|y D1y Dig)_[C11 Cro ol Cy=ayby+anb, , cp=a,b,+a,b,,
3y Axp| Dby byl (Cy Cp

Cor=ayDyrayby et Cp=aybi,+ay,by

// - t3T|21 by,

Disposition pratique

Cii| Cip
dy1 8y [Cyy) Cypy

Ay @ | [by by byl [Cy Cpp Cyg
8y 8y, 8y |X|by by by |=[Cyy Cp Cp| OU Cp=agbytagby+agbg
@3 8y 8z3) |bzy Dbay by C3y C3 Cg

C12:a11b12+a12 b22+a13b32 C332831 b13+a32b23+ a33b33
L'élément C; estle « produit scalaire » de la ligne i de A et de la colonne j de B

Disposition pratique
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Le produit de deux matrice n’est pas commutative : Si A et B sont deux matrices de méme taille, A.B et B.A
ne sont pas nécessairement égales.

La multiplication de deux matrices associative : Ax(BxC) = (AxB)xC
La multiplication de deux matrices distributive par rapport a I'addition Ax(B+C) = (AxB)+(AxC)

Si M est une matrice carrée de taille n, alors M.l =l yw=M :on dit la matrice identité¢ est I'élément
neutre pour la multiplication de matrice.

Une matrice M est dite idempotente si son carré est égale a elle-méme:  M?=M.M =M . Dans ce cas,
M"=M quel que soit I'entier naturel n.

Une matrice M est dite nilpotente s'il existe un entier p tel que M°=0 ( MP est la matrice nulle)

2.4 Puissance d'une matrice carrée

Pour une matrice carrée M, on définie le carrée de M par M?=M.M

De la méme maniére on définit le cube de la matrice et plus généralement la puissance n*™de M par
M’=M.M.M et M'=MM...M

2.5 Transposée d’'une matrice

La transposée d’'une matrice M, notée ‘M est la matrice de méme taille que M et dont les éléments de la
i° colonne sont les éléments de lai °ligne de M, et les éléments de laj °ligne sont les élémentsdelaj °
colonne de M.

Exemple
2 9 -1 2 0 5
On considére la matrice M= 0 : V3 . Sa transposée est ' M=| 9 7 %
> 3 4 -1 V3 —4
Propriété
La transposée d’'une matrice diagonale est égale a elle-méme.
3. Déterminant d’une matrice
Considérons une matrice carrée 2 x 2 :
ab
M=
<3
Le déterminant de M, noté det M est le nombre défini par det M= a z =ad-bc
Exemples
_| 1 2_ 2.9
det M= 1 3 =1.3H—1)2=3+2=5
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Pour une matrice 3x3

a11 a12 a13 a11 a12 a13

_ A4 NM— — . |32 QAo dqy Az dpp agps

M=|ay a, ay,| deétM=la, a, ay=a;, 3 _az1a +a3za a
a. a. a a. a. a 32 933 13 da3 22 Ay
32 93 dg3 32 93 dg3

Exemple

2 -1 1

M=|-2 3 5
0 1 4

-1 1
+035

o ol3 Bl =1 1
detM_2‘1 4‘4 2)‘1 !

‘:2(3.4—1.5)+2((—1)4—1.1)+o:14—1o:4

4. Trace d’une matrice

La trace d’'une matrice est la somme des éléments diagonaux. On note Tr(A)

Exemple
2 -1 1

Soit M=[—-2 3 5| .Tr(A)=2+3+4=9
0O 1 4

5. Inverse d’une matrice

Une matrice carrée M d’ordre n est dite inversible s'il existe une matrice carrée N de méme taille telle que
M.N =N .M=I .

N est appelée matrice inverse de M.

Si une matrice n’est pas inversible, on dit qu’elle est singuliere.

Exemple

Soit |\/|:(12 ;) et N:(_32 _11)

ona wn-(3 {3 33133 101
M.NZ(:) ?)

M est donc inversible et son inverse est N.

Propriétés

Si M est inversible, son inverse est unique, et se note M
M~ est aussi inversible et son inverse est M.

Si deux matrice de méme taille A et B sont inversibles, alors le produit A.B est aussi inversible et I'inverse
de ABetlamatrice B™'. A’
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