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Suites et Intégrales (1)

Exercice 1- On consideére la suite (un) sur IN* par uy = ; et upy1 = %(un + i).
Un

1.- a) Montrer que, pour tout n, u,>0.
b) Montrer que si (un) est convergente , alors nécessairement lim (up) = J2.

2.-a) Démontrer I'égalité un,1 - f2 :% —f2)? . Déduisez-en que pour toutn, up, > 2 .
un

b) Démontrer que up,1 — V2 = —(un V2)+ — - L . En déduire que up, 1 - V2 < —(un J2).
Un 2

3.- Démontrer que V2 < Un+1 < Up. En déduire que (un) converge vers V2.

(u - ﬁ); Retrouver ainsi que (un) converge vers 2

4.- Montrer que up, - V2 < 1
N1y

Exercice 2- Soit (un) la suite définie par ug =1et uyq =up + 1+ Un

pour tout entier naturel n.
1+ 2up,

1. Calculer uq, uz et us.
2. Montrer que u, > 0 pour tout n et que la suite (un) et croissante.

3. Montrer que, quel que soitn >0, up > uy_1 +%. En déduire que up > 1+g.

La suite est-elle convergente ou divergente ?

Exercice 3- Soit f, la fonction définie par f(x) = 1 +2x + 3x2 + ...+ nx"" ou n > 1. Déterminer la primitive F,

de qui s'annule en 1. Calculer Iim F ( )
N—>+o00

Exercice 4- Soit f la fonction définie sur IR par f(x) = sin x + sin3x .

1 ° Calculer f’ (x) et f ”(x) et montrer qu'il existe deux constantes a et b (que I'on déterminera ) telles
que f ”’(x) + a f (x) = b sinx pour tout x.
2° En déduire une primitive de f.

Exercice 5- Soit f la fonction définie sur IR par :
{ﬂmJism>o

f(x)=x2 si x<0

1
Justifier et calculer 'f_1f(x)dx :

A 2xdx

Exercice 6- 1° Soit A un nombre réel strictement positif. Calculer I(A) = I
(x + 1)3

Calculer la limite éventuelle de (1) lorsque A tend vers + co.
_2x+1

\‘X +X+2

2° Méme question avec () = J'
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Exercice 7- 1- a) Montrer que f : x — f(x) = J.XL dt est définie sur | =] - E,E[.
0 cost 22
b) Calculer f’(x) et étudier le sens de variation de f.
2- Mémes questions pour f(X) = _[ V1+t2dt et f(x) = J;(
14t2
1 1 n
Exercice 8 - Soir (un) la suite définie par up, =1——+——....
3 5 2n +1 k—02
X
d’établir que (un) converge vers % Soit la fonction F définie par F(x) = dtz
ol+t

A - 1° Justifier la dérivabilité de F et calculer F’ .
2° Soit u la fonction définie sur [O,g[ par u (x) = F (tan x ). Calculer u’(x) pour tout x de {O,g{ En

1

déduire que u(x) = x pour tout x de [O,E{ et que j dt2 = E.
2 ol+t 4

2 4 > 1 t2n+2
B- 1° Montrer que, pour tout réel t : (1—t“ +t™ +....+(=1)"t n)——2 =(=D"
1+t

1+t
1 dt 1t2n+2
2° En déduire, a 'aide d’une intégration, que :u, —j 5 = (-DH"
ol+t ol+t
2n+2
3° Montrer que pour tout réel tde [0, 1], on a :1—2 <t
+1t

2d‘[.

2n+2- (1)

. Conclure.

1 t

Exercice 9 -1 - Calculer la valeur moyenne de

a)fZXI—)\/%SUF[OB]

b)g: Xi—= 35 1 sur [1,2] pwssur[n 1], neN*

sinx dx
cos3x

En déduire, en effectuant une intégration par parties

_t Xsinx_ /4 XSinx
I—Ia cos3 dx etd = J-O oo de

t
Exercice 10 - Calculer J.

T
Exercice 11 - Soit];, = _[0/2 sin™ xdx ,neN

1) Calculer Ip et I4.

2 ) En effectuant une intégration par parties, montrer que pourn>2 nl,=(n-1) Iz .
En déduire Iy, et | 2541

3 ) Montrer que (I,) est décroissante.
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4 ) En utilisant les inégalités In < In-1 < In-2 ., trouver la limite de

T
5) Montrer que pour tout n au moins égala 1, n |, lh.1= E

En déduire les limites de I, et In\/ﬁ quand n tend vers +o
En déduire que (un) est convergente.
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