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Suites numériques - exercices

Raisonnement par récurrence

Exercice 1 : On rappelle que, pour tout entier n>1,ona:nl=1x2x 3 x..xn.
Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n>1,ona: n!> 2on-1

Exercice 2 : On définit la suite (un) sur N par : up= 1 et, pour tout entier naturel n, Ui1= 1+ u,

A I'aide d'un raisonnement par récurrence, étudier la monotonie de la suite (un) .

Exercice 3 : (u,) est la suite définie par up = 1 et un+1 = \/2+u, pour tout entier naturel n.
Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n, un < 2.

Exercice 4 : (u,) est la suite définie par up = 2 et un+1 = 2u, — 3 pour tout entier naturel n.
Démontrer que pour toutn >0, up =3 -2,

Exercice 5 : (u,) est la suite définie par up = 3 et un+1 = —un + 4 pour tout entier naturel n.
Démontrer que pour toutn >0, uy =2 + (-1)".

Exercice 6 : (u,) est la suite définie par up = 1et un+1 = 10u, — 9n — 8 pour tout entier naturel n.
1) Calculer uy, uz, usz et ua.
2) Conjecturer une expression de u, en fonction de n.
3) Démontrer cette conjecture par récurrence.

Exercice 7 :
1. Rappeler la valeur de Sn =1+2+3+...+n.
2.Onappelle S’ lasomme S' =1x2+2x3+3x4+...+n(n+1).
n(n+1)(n+2)
3 :

a. Montrer par récurrence que pour tout non a S'n =

n n n
b. On admettra que S'n = Z K+ Zkz . Déduire des résultats précédents la valeur de Zkz en

k=1 k=1 k=1
fonction de n.

n
3. Montrer par récurrence que Z k(k+1)(k+2)= n(n+1)(n:2)(n+3)
k=1
4. On cherche a généraliser les résultats précédents : p désigne un entier supérieur a 1, et on définit la
somme : S(N,P)=1x2x..xp +2x3x..x(p+1) +3x4x..x(p+2) +...+n(n+1)...(n+p-1)
n(n+1)(n+2)...(n+p)

Montrer par récurrence sur n (p est supposé fixé) que S(n,p) = 1 :
P+
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Suites récurrentes

Exercice 8 : 1. Soit (un) une suite arithmétique telle que us+ us= 6 et ug+ uig+ U2+ U4 = 228.
Déterminez up et la raison r de un.
2. Mémes questions si u10=52 et uis=137.

Exercice 9 : Une suite géométrique (un) est telle que uo.uz=32 et ug+us=18. Déterminez la raison et le
premier terme de (un).

Exercice 10 : Trouvez les trois termes consécultifs us, uz, uz d'une suite géométrique croissante sachant
que:ujuzs=4uz et ui+ux+uz=14.

Exercice 11 : On considére la suite (un) définie par : up = 2 et Uoq= J 2un +3 pour tout n entier naturel.
1. Donner les valeurs approchées a 1073 prés de u4, Uy, ..., U1o.
2. Démontrer que, pour toutnde IN, 0 < u, < 3.

3. Démontrer que la suite (un) est convergente.
4. Déterminer lim un.

Exercice 12 : On définit une suite (un) de la maniére suivante : u0 = 0 ; pour tout entier n, up, 1 = 3 1
Un -

1. On suppose que, pour tout entier n, on a: up, ¢% . Démontrez que, pour tout entiern, ona: u, = 1.
up +1

Ug -1

Démontrez que la suite (vn) ainsi définie est arithmétique.

2. On pose, pour tout entier n, v =

Calculez vy, puis un en fonction de n, et vérifiez que la condition up, ¢% est bien satisfaite

Exercice 13 : Soit une suite (un) réelle définie par les relations up et 2 up+1 - 5 un = 3.
1. Calculez u4, uy, us.
2. On consideére la suite (vn) dontle terme général est défini par vo, = u, + 1.
Montrez que (vn) est une suite géométrique dont vous déterminerez le premier terme vo et la raison.
3. Calculez le terme général v, en fonction de n.
4. Calculez S, =vo + vq + ... + v,
puis S'» = ug + us + ... + u, en fonction de n.

Exercice 14 : Soit (un) la suite définie par ug =1et up 1 =up + 11 +2un
+2up,

pour tout entier naturel n.

1. Calculer uq, uz et us.
2. Montrer que un > 0 pour tout n et que la suite (u,) et croissante.

3. Montrer que, quel que soitn >0, up > uy_1 +%. En déduire que up > 1+%.
La suite est-elle convergente ou divergente ?

2u, -1

,helN et
2u,+5

Exercice 15 : Soit (un) la suite définie par u, et la relation de récurrence : Up,q =
u, #——
1- Calculer u, pour n=1, 2 et 3.

2- On suppose que un existe, démontrez que I'on a u, # —1 pour tout n.
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2u, +1

3- Soit (vn) la suite définie par v, = , pour tout n €IN . Montrez que (v») est une suite
n
géomeétrique.

4- Calculer vp, puis u, en fonction de n. En déduire lim v, et lim un.

3 2
Exercice 16 : On considére la suite (un) sur IN* par u, = > etu = E(u” +u—).

n
1. a) Montrer que, pour tout n, u,>0.

b) Montrer que si (un) est convergente , alors nécessairement Iim(un )= J2.

(u, —v2)

1
2.a) Démontrer I'égalité U oq 2= E . Déduisez-en que pour tout n, u,> J2 .
u

n

b) Démontrer que un+1—\/_:%(u —J§)+i—L.En déduire que U, - 2<%(un—\/§).

n un ‘/5

3. Démontrer que \/E <u u.. En déduire que (un) converge vers J2.

n-+1 <

1
4. Montrer que u_ — J2 < ﬁ(u1 - \/5); Retrouver ainsi que (u,) converge vers J2
on-

Exercice 17 : On considére la suite (un )nelN définie par uo=e et, pour tout entier naturel n, u__, = ,[ u,

On pose, pour tout entier naturel n, v, = In un.

: 1 e .
1. a. Montrer que, pour tout entier naturel n, Vi1 = EV” , en déduire que v, est le terme général d'une

1
suite géométrique dont on donnera la raison et le premier terme.

b. Donner I'expression de v, en fonction de n. En déduire celle de un, en fonction de n.
2. Pour tout entier naturel n on pose S, = votvi+...+v, et Pn = Uy XUy x... XU

. Montrer que Pn= eS” .

a
b. Exprimer S, en fonction de n.

c. En déduire I'expression de P, en fonction de n.

3. Déterminer la limite de la suite (S, ) ; en déduire celle de la suite (P ).

Suites adjacentes

Exercice 18 : On considére les suites (un) et (vn) définies par : u, =1-10"" et v, =1+10™" pour tout n
de IN.
1. Donner les valeurs de uo, Vo, U1, V1, U2, V2, U3, V3, Us, V4.
2. Démontrer que les suites (un) et (va) sont adjacentes.
3. Quelle est leur limite ?
4. Que peut-on dire du nombre dont I'écriture décimale est 0,9999... ?

=1 1 1 1 1
Exercice 19 : On considére la suite (Up, )>1définie par : up, = z S =Sttt
p=1P 1= 2 3 n

1
et la suite (Vp )n>1 définie par: v, =uy +—.
n
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1. Démontrer que les suites (un) et (va) sont adjacentes.
2. Soit L leur limite. Donner un entier no pour lequel 'encadrement de L par Up, et Vp, estun

encadrement d’amplitude inférieure ou égale a 1073.
2
3. Donner a la calculatrice une valeur approchée de Un, et Vi, - Est-il possible que L soit égal a F ?

Exercice 20 : On définit deux suites (u,) et (vo) par: uq =12 , vi =1,

_Up+2vy _Up +3vp
U1 =——— > Vnr1 =—————

3 4
1. Pour tout entier n > 1, on pose wn = U, — vVa. Montrer que (w,) est une suite géométrique a termes
positifs, déterminer sa limite et exprimer w, en fonction de n.
2. Démontrer que la suite (un) est décroissante et que la suite (vn) est croissante.
3. Pour tout entier n > 1, démontrer que u, =2Vvy,.
En déduire que uq 2u, 2vp 2 Vvq.

4. Pour tout entier n > 1, on pose t, = 3u, + 8v,. Démontrer que (t,) est une suite constante.
5. En déduire les expressions de uy, et vy, en fonction de n, puis les limites de (un) et (vn).
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