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Fonction exponentielle népérienne

1. Définition

La fonction logarithme népérien est une bijection de ]0;+°0[ sur ]—00;+00[, donc elle admet une
réciproque.

Cette réciproque de la fonction In est appelée exponentielle népérienne. On va la noter provisoirement exp.

On adonc:
y = exp X si et seulement si x=Iny
x€R } y>0

2. Conséquences de la définition

* Quel que soit le réel x, exp x>0
* les fonctions In et exp sont réciproques I'une de I'autre, alors
In( exp x)=x quel que soit le réel x

exp (In x) = x quel que soit le réel x >0

] ] 1
« La fonction In est dérivable, et sa dérivée f':xH—f (X)=; ne s’'annule pas sur |05+

donc la fonction exponentielle est dérivable sur ]—00;+ 00[

» La fonction In est strictement croissante, donc la fonction exp est aussi strictement croissante.
2Alors :

- x =y si et seulement si exp(x)= exp(y)

- x>y si et seulement si exp(x) > exp(y)
3. Propriétés algébriques
. exp(a+b) = (exp a) .(exp b)
Démonstration
On rappelle que In x = In y si et seulement si x =y, In(exp(x))= x et In (.b) =In a +Inb
Dongc, In (exp(a+b) = a+b.
Et In ((exp(a).(exp(b)) = In(exp(a) + In (exp(b)) =a +b
d’ou I'égalité.
. Exp0=1
In(1) = 0 d’ou le résultat.
. exp(1)=e

In e =1, d'ou le résultat.

o ewla=gos

exp(a-a)= 0.
Or exp(a-a)= exp(a+(-a))
= (exp(a))(exp(-a))
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exp(a-b) = exp(a+ (-b))
= exp(a). exp(-b)

Or eXp(_b):ex;(b)
dou exp (a—b):ziggsg

*  (exp(a))'= exp (na)
In (exp(a))"= nIn (exp(a)) = na et In(exp(na)) = na.
D’ou I'égalité.

4. Notation e*

On sait que In ( €") = r pour tout rationnel r, etIn (exp r) =r.

Donc pour tout rationnel r, exp(r) =e".

En admettant que cette égalité soit vraie pour tout réel x, on a exp(x)= e* pour tout réel x.
Avec cette nouvelle notation, les propriétés précédentes s’écrivent :

» e est défini quel que soit le réel x
* "> 0, pour tout réel x

* In (e*) = x pour tout réel x

e ™ =x pour tout x >0

« e*=¢’siet seulementsix =y

* "> ¢¥sietseulementsix>y

« e?*P=¢g? E°

. %=1

ce'=e

L] e ey
e

. (ea)b= eab

a
ab_e’
b

5. Limites

Considérons la fonction h définie par h(x)= Inx -x

h est définie et dérivable sur]0 ; + o [, h’(x)= %—1

1—x

h(o=

h est donc strictement décroissante sur[1; + o« [, et comme h(1) = -1, on a h(x) < -1 pour tout x > 1.

Alors In x -x < -1 < 0 pour tout x > 1.
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Ainsi In x < x pour tout x > 1.
On a alors, exp (Inx) < exp (x) ou x < e*, pour tout x> 1

Comme |lim x=+o ona Ilime‘=+w

X=> +o0 X +00
D’ou lim e*=0
X=>—©
_ X —u_ 1
Posonsu=-x.Alors e = e = — etquandx— -o,u — +o.
e
Lo X 1
Ainsi  lim " = lim —
X=>—o0 u>+o @
. " .1
Comme Ilime' = +0 , lim —=0
u=>+w u=>+w eu

Ainsi lime* = 0

6. Dérivée et primitives
On a montré que la fonction exponentielle est dérivable sur IR.
On rappelle que In[exp (x)] = In (€*) = x.

Posons u(x) = In[exp (x)] = In (e*) et v(x) = x

u est la composée des deux fonctions dérivables In et exp, donc dérivable, et u'(x) exp(x)

v est dérivable et v'(x) = 1.

N . exp'(x)_ o (e
Comme u = v, U’(x)= V'(x), ainsi exp(x)_1 . D’ou exp’(x)= exp(x)

Ainsi, si f(x) = €%, alors f'(x) = e*.
Soit g une fonction dérivable, et h(x)= f(g(x)) = (fog)(x) = e9®

f et g sont dérivables, donc leur composée fog = h est aussi dérivable.
Et h'(x)= f(g(x)). g'(x).

h'(x)= e9.g'(x).

Ainsi si f(x)= e“® alors f'(x)= u’(x). e"®:

Exemples

«  Soit f la fonction définie par f(x)= >+~

Posons u(x)= 2x*+3x—1 , u'(x)= 4x+3

Alors f(x)= (4x+3). €2X 3"

X |=

1
. Sif= e* L fx)= ——.e
X

_exp'(x)
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Conséquences

Si f(x) = e ¥, alors les primitives de f sont les fonctions F définies par F(x) = e * + k, ou k est une constante
arbitraire.

Si f(x) = u'(x).e ", alors les primitives de f sont les fonctions F définies par F(x) = e "®+ K.
Cas particulier : si f(x)= e **® aveca a=#0 ,alorsF (x)= % ™™ +K

Exemples

c fx)= e F(x)= —%.e**” +K

. f(x)= (2x-1) 7% .

Si on pose u(x) = x> — x +3, alors u’(x) = 2x -1.
X —x+3

Ainsi f(x) est de la forme u’e". donc F(x) = e +K
1 %
s f(x)= —.e"
T

Posons u(x)= vx .Onau’(x)= 1

24/x
1 I

fix)=2. —.e™

(%) 7% e

Donc F(x)=2 e +K

7. Limites classiques

X

=1

. e
. lim
x>0 X

La fonction f définie par f(x) = e* est dérivable sur IR, donc elle est dérivable en 0.

D’une part f'(x) = e*, donc f'(0) = e’ =1

D’autre part, f(0) = lim M
x -0 x—0
. e'—e - e*—1
ouf(0)= Im=—o = M=
ce qui donne lim £ _1:1
x=0 X

Posons e *=u,donc x=Inu, etquand x - + o, U — + oo,

X

.. e . u . 1
Et lim— =lim— = I|lim —
X340 X us+w INU x>+ INU

u
. Inu _ ., . e

Or lim— =0 Donc Ilim— = +w

u=>+w u X +00 X
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lim x. e =0

X>—0

Posonsu=-x.0Onax =-u,etquand X — -0, U —> +

. . I u .
Alors lim x. € = lim —u. e'=lim -—— = lim ——
u u
X=>—0 u-=>+oo u=>+ow e u=>+ow e
u
eU
Comme lim = = +wo ,ona limx. e =0
u=>+ow U X=>—o0

8. Variations et courbe

Soit f (x) = e~
. D:=1IR
. lim f(x) = +0 et lim f(x) = 0
. f est dérivable sur Dret f * (x) = €.

f {(x) > 0 pour tout réel x donc f est strictement croissante.

f'{x) +
ﬂx} ﬂrﬂfﬂJﬁJﬂ’ﬂfﬂfﬂJ#;H"
0
* Branches infinies

lim f(x) = 0 donc la droite d’équation y = 0 est une asymptote en - «

X>—0

lim f(x) = +0 et lim M = lim & =+o0 , donc on a une branche parabolique de direction

X +00 x>+0 X x>+0 X

asymptotique (y 'O y).
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