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Étude des fonctions circulaires
1. Définitions

Soit Rx , on considère l’angle x̂  dont la mesure en radian est x. On pose xx ˆcoscos  ,

xx ˆsinsin   et 
x

x
x

cos

sin
tan   lorsqu’elle est définie.

On  appelle  fonction  cosinus  (respectivement  sinus)  l’application  qui,  à  tout  réel  x,  associe  xcos
( respectivement xsin ).

La  fonction  tangente  l’application  de  IR  -  x k ,k Z
2
pì ü= + p Îí ý

î þ
dans  IR,  qui,  à  tout  réel  différent  de

k , k Z
2
p
+ p Î , associe le réel 

x

x
x

cos

sin
tan 

2. Périodicité

Soit Rp  et f telle que )()( xfpxf   pour tout fDx

On a  )()( xfkpxf   quel que soit Zk  . Le plus petit réel p strictement positif est la période de f.

Les fonctions cosinus et sinus sont périodiques de période 2 , et la fonction tangente est périodique de
période 

Remarque  Soit  xxfxf tan)(: 

f(x) n’est pas définie pour 
2


x , donc n’est pas définie pour Zkkx  

2

3. Continuité 

On montre et on admet que, pour 




2
;0


x ,

Pour 0
2

 x


 on pose xx '

xxx

xxx

xxx

tansin

)tan()()sin(

'tan''sin






Donc  xxx tansin    quel que soit  





2
,
2


x
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Comme xx  sin0 , on a : 

x x x

x

x

lim lim sinx lim x

donc lim sinx sin

lim sinx sin

® ® ®

®

®

£ £ =

= =

= =

0 0 0

0

0

0 0

0 0

0 0

Ainsi, la fonction sinus est continue en 0.

De même, soit  
x

g(x) cosx sin²= = -1 2
2

On a : 

x continue

x
x sin continue

x
x sin ² continue en

1

2

0
2

a

a

a

donc x
x

xg cos
2

sin21: 2   est continue en 0 

Considérons alors un point  Rx 0  quelconque

Posons xxf sin)( 
f est continue en x0 si et seulement si

x xx x

x x

x x

x x x x
f(x) f(x ) sin x sin x cos sin

x x x x x x
f(x) f(x ) cos sin sin

x x
car cos

(x x )
lim f(x) f(x ) lim sin

or sin est continue en

(x x )
lim sin

lim(f(x) f(x )) donc f est continu

®®

®

®

+ -
- = - =

+ - -
- = £

+
£

-
- £

-
=

- =

00

0

0

0 0
0 0

0 0 0
0

0

0
0

0

0

2
2 2

2 2
2 2 2

1
2

2
2

0

0
2

0 e en x0

Exemple     :   

       x

x

lim sin x sin

lim sin x sin

p
®

® p

p
= =

= p =
2

100

1
2

100 0
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  La fonction sinus est donc continue sur R

Conséquence     :

o
2
²sin21cos
x

x   donc la fonction cosinus est continue sur R 

o La fonction tangente est le quotient de 2 fonctions continues donc elle est continue 

sur son domaine de définition ZkkR 






  
2

 

4. Dérivabilité

Résultats importants : (limites usuelles)

Pour tout x 0; , 0 sinx x tanx
2
pù éÎ < < <ú ê

û ë

x xx

x

sin x x tan x

sin x sin x sin x sin x
x

sin x cos x
sin x

cos x
x

sin x
lim lim lim cos x

x
sin x

lim
x

® ®®

®

< < =

< <

> >

³ ³

³ ³

0 00

0

1

1
1

1

1

1 1

      D’où      1
sin

lim
0


 x

x
x

On obtient le même résultat pour 



 0;
2


x

Calcul de 
x

x
x

1cos
lim

0




x x x

x x
sin ² sincos x x

lim lim lim sin
xx x® ® ®

--
= = - ´

0 0 0

21 2 2
2

2

      D’où           
x

cos x
lim

x®

-
=

0

1
0

En appliquant ces résultats, on montre que
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x x

tan x cos x
lim et lim

x x® ®

-
= =20 0

1 1
1

2

Rappel     :
f est dérivable en x0 si et seulement

0

0

0

)()(
lim

xx

xfxf
x 




 est finie ( finieest
h

xfhxf
h

)()(
lim 00

0




000
0

000

0

00

0
coscos

sin1cos
sinlim

sincossincossin
lim

)sin()sin(
lim xx

h

h

h

h
x

h

xxhhx

h

xhx
hhh













 









1cos1 0  x

Donc la fonction sinus est dérivable en tout point x0 de R et 00 cos)'(sin xx 

00
0

000

0

00

0
sinsin

sin1cos
coslim

cossinsincoscos
lim

cos)cos(
lim xx

h

h

h

h

h

xhxhx

h

xhx
hhh
















 







 







 



La fonction cosinus est dérivable en tout point x0 de R et 00 sin)'(cos xx 

Théorème     :
 Les fonctions cosinus et sinus sont dérivables sur R et quel que soit Rx

xx

xx

cos)'(sin

sin)'(cos




 La fonction tangente est dérivable sur ZkkR 






  
2

 car c’est le quotient de deux

fonctions dérivables et 
'

sin x (sin x)'cos x (cos x)' sin x cos ²x sin ²x
(tan x) ' tan ²x

cos x cos ²x cos ²x cos ²x

- +æ ö= = = = = +ç ÷
è ø

1
1

(tan x)' tan ²x
cos ²x

= = +
1

1

Théorème     :  (admis)
 Si u est dérivable sur R, alors )(sin)(cos xuxetxux     sont dérivables et 

[ ]
[ ]

'

'

cosu(x) u'(x)sinu(x)

sinu(x) u '(x)cosu(x)

= -

=

5. Variation et courbes

5.1 f(x)= cosx

 RD f 
 Périodicité, f est périodique de période 2 . On va faire l’étude sur un intervalle de longueur 2

, par exemple   ;
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 Parité   : f est paire  ;0eD


1)(lim

1)(lim
0









xf

xf

x

x



 dérivabilité : f est dérivable sur De et xxf sin)(' 

Tangentes horizontales en (0,1) et )1,( 

Intersection avec l’axe des abscisses     :

2
0cos0)(


 xxxf

Courbe 

2 3 4 5-1-2-3-4-5

-1

0 1

1

x

y

5.2 f(x)= sinx

 RD f 
 Périodicité, f est périodique de période 2 . 

 Parité   : f est impaire  ;0eD


0)(lim

0)(lim
0









xf

xf

x

x



 

 dérivabilité : f est dérivable sur De et xxf cos)(' 

                                                               Tangentes horizontales en )1,
2
(


                                                               Intersection avec l’axe des abscisses     :
                                                             00sin0)(  xouxxxf 
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2 3 4 5 6 7-1-2-3-4-5-6-7

2

-1

-2

0 1

1

x

y

5.3     f(x) = tanx

 ZkkRD f 






  
2

 )(
cos

sin

)cos(

)sin(
)( xf

x

x

x

x
xf 






 f est périodique  , 





2
;

2


eD

 f est impaire donc on peut encore réduire le domaine d‘étude à 




2
;0


eD

 x
lim f(x)
®

=
0

0

o x

lim f(x)
p

®
= +¥

2
donc la droite d’équation 

2


x est une asymptote verticale

 f est dérivable sur Df et  
sin x cos x sin ²x

f '(x) (tan x) '
cos x cos ²x cos ²x

+æ ö= = = =ç ÷
è ø

2 1

f '(0)=1, donc on a une                 
tangente de pente 1 à l'origine

2 3 4 5-1-2-3-4-5

2

-1

-2

0 1

1

x

y
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