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Corrigé probleme 2 Session 2017

—X

(1+x)

Pour tout entier naturel n no nul, soit f, la fonction définie sur R—{—1} par f(x)=

Partie A
On note ( “n) la courbe de f,.
1) a- Limite en +o

lim e =0

X=> +0

Donc lim f(x)=0

X=> 400

Limite en —x

—X

. . e
lim f.(x)=lim
X>—0 n( ) x-)—oo(1+X)n
lim e "=+
X=>—

Sinestpair, lim (1+x)"=+ow etsinestimpair, lim (1+x)"=—c donc on a une forme indéterminée.
X=>—o0 X=>—w©
. , e " . e
lim f,(x)=lim ———=lim
X — X=—o0 Xn(;+1 ) x=>—w X

On pose X =-x, donc si xtend vers —o Xtendvers +o

eX X
et lim f,(x)=lim = lim —
X>—00 X+ —X X+ (—1) X
eX
Comme lim —=+w ona: -sinestpair, limf (x)=+o
X=> +0 Xn X=> 40

- sin estimpair, lim f_(x)=—o

X=>+o0

Limite en -1

—X

lim f,(x)= lim
x>—1" ( ) x—)—1‘(1+X)n

lim e *=e

x>—1

- Sin estimpair, lim (1+x)'=0" donc lim f (x)=—oo

x>-1 x>—1

- Sinestimpair, lim (1+x)"=0" donc lim f (x)=+o

x>—1" x>—1

lim e*=e et lim (1+x)"=0" donc lim f (x)=+x

x»>-1" x>-1" x»-1"
b- Dérivée
—X
e
falX)=
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£ (x)= —e *(1+x)+ne *(1+x)""

(1+x))*
C oy e X (=x—n—-1)
n( )_W

c) Tableau de variation

C oy e (=x—n-1)
fn(X)_W

f.’ (x)=0 si et seulementsi e *(—x—n—1)=0 ,
Comme e >0 quel que soit x f',(x) = 0 si et seulement si x = -n-1.

(1 +X)n+1

>0 Quel que soit x > -n-1
- Si n est pair, alors n+ 1 est impair, et (1+x)""'<0 si x < -n-1

- Si n est impair, alors n+ 1 est pair, et (1+x)""'>0 six < -n-1

Ainsi - pour n est pair,
X -0 -n-1 -1 +00
e’ (-x-n-1) + 0 - -
(1+x)"H — — +
£, (x) - 0 * -
3 -0 -n-1 -1 +00
1, (x) - 0+ -
0 + 0 ||+ 00
fn {1} \ en+1 I \
)" 0
- pour n impair
z -0 n-1 -1 +00
e’ (-x-n-1) + 0 - -
(1+x)™H + + +
fn"h‘i + () - -
z -0 -n-1 -1 +00
£, (x) 0 - ~
en+1 + 00
£ (x) P N
-0 -0 0
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2) fo(x)= frs1(x) si et seulement si e -_°

(1+x)" (1+x

)n+1

o . e " (1+x) e
Ce qui équivaut a =
q q (1 +X)n+1 (1+X)n+1
oul+x=1

donc fo(x)= faet(X) si X = 0.

Comme f,(0)= 1, toutes les courbes ( ) passent par le point A(0; 1).

f X —X —X

3) lim ) i & jim S _

x>—w X x->700X(1+X)n x>—o X"
fn(x) ex

En posant X =-x,ona lim = lim e yent 1
X>—o0 X X3+ (—1) X

f (x
Alors :- si n est pair, n+1 est impair et (-1)™'=-1, ainsi  lim %:—oo
X
- si n est impair, n+1 est pair et (-1)™'=1, ainsi  lim %:m:
e* e _e’—e(1+x)

TaxP (X)) (14x)

fo(X)—f(x)=
z -0 ] ( +00
-xe” + + ) —
(1+x)? + 0 + n
fo(x)-f,(x) + + ¢ -

Ainsi (~-) est au-dessus de ( ~./sur |—oo;—1[U]—1;0]
(~-) est en-dessous de ( ~./sur] ]0;+x|

(7-)et(~ /se coupentenA(0;1)

b- Courbes
. o fx) . o
Si n est pair, lim - donc la courbe (- ) admet une branche parabolique de direction
asymptotique (y'y)

f (x
Si n est impair, lim ¥:+oo donc la courbe (7. admet une branche parabolique de direction

asymptotique (y'y)
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e/ x=-1

Partie B

Pour tout entier naturel n > 0, on pose :

o = Jo £ (x)dx

e *(-x—n—-1)_—e*(x+1) ne™*

1) f'n(x): (1+X)n+1 - (1+X)n+1 _(1+X)n+1

—e* e X
f'(x)= -n
(x) (1+x)"  (1+x)™

Ainsi  f' (x)=—f_(x)—nf . (x)
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—X

Comme (;Xie)m< ,ona f P dx<0 , alors ln- I < 0 et (l,) est décroissante.
+X
e 1 e
b > 0 quel que soitndonc |,= dx >0
) (1+x) aueta {(1+x)"
(In) est décroissante et minorée par 0, donc elle est convergente.
-1 X 0
3-a) Pour 0<x<1 , e '<e*<e’ ,donc € &  °©
(1+x)" (1+x)" (1+x)"
-1 1
Donc <f,(x)<
+X) (1+x)
1 1
En intégrant chacun des membres des inégalités, on a f dx\f f.(x)dx< f L —dx
(1+x) o (1+x)
1 —1 -1
e —1 1 1 —e 1 1
dx=e =
{(1+x)” [—n+1 (1+x)”’1] n—1 l(1+x)“110

fet o e 1 1] e 1
f dx= 1 2| =205
o (1+x)° n-1[2"" 1?] n-1 2"

f1 11 11
'! (1+x) dx—[_n+1 (1+x)”‘1]_n—1 [(1+X)n—1]0

=0 .

c- O<%<1 donc lim

n->+o

n—1

-1 -1
Puisque lim © =0 ,ona Im © [1 1]:O

ns+c N—1 s+ N—1

De méme I|mL 0 ,donc IlmL 1— 1_1 =0
n=>+ow n 1 n=->+oo n 1 2

Alors lim | =0 .

n=>+o0

4)a. D'aprés B-1) f',(x)=—S——n—2

1
Alors [ f',(x)dx=[ — c|x—njei)mdx:—ln—nlm1
0
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Ll = [, ()] =1, (1)+£,(0)=F,(0)~f,(1)

e—1

2n

|n+ n In+1 =1-
-1

b-Comme lim $—=0 et lim| =0 ,ona lmnl,=1

n=>+o 2 n->+o0 n->+o

Partie C

1

(U,) est la suite définie par Un:f x"In(x+1)dx
0

1) x"™=x"=x"(x—1)

Pour tout x€[0;1] , x—1<0 et x">=0 .

Donc x""'—x"<0 Pour tout x€[0;1]

1 1 1
U,=[ x"In(x+1)dx Et U= x""In(x+1)dx , donc U, —U,=[x"".In(x+1)—x"In(x+1)dx
0 0

0

1
Uper—Up= [ (X" =x").In(x+1) dx
0

x+1>1 pourtout x€[0;1] ,donc In(x+1)=0

Comme x""—x"<0 et In(x+1)=0 ,ona (x™'—x")In(x+1)<0 pourtout x€[0;1] ,
1

alors  U,,;—U,=J (x™"=x").In(x+1)dx <0
0

Par conséquent U ,,—U <0 et (U, ) est décroissante.

3) Pourtoutx x€[0;1] , In(x+1)>=0 ,et x">0 ,donc x"In(x+1)=0 .
1

Alors U=/ x"In(x+1)dx=0
0

(Un ) est décroissante et minorée par 0, donc (U, ) est convergente.

4) Pour tout x€[0;1] , 0<In(x+1)<In2 .et x">0 ,donc 0<x"In(x+1)<x"In2

1 1
0< [ x"In(x+1)dx < [ x"In2dx
0 0

1 n+1
n _ X1 1 0 In2
J;X In2dx—ln2[n+1]0—ln2(n+1 n+1)_n+1
Alors  0<U, <2
n+1
5 tim M2 _0 gou limU,=0

ns+o N+1 n>+w



