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VECTEURS DU PLAN ET GEOMETRIE ANALYTIQUE

1. RAPPELS SUR LES VECTEURS

1.1 Bipoints equipollents

Deux bipoints (A, B) et (A", B') sont équipollents si le quadrilatéere ABB'A" est un parallélogramme.
Caractérisation : (A, B) et (A", B') sont équipollents si (A, B') et A', B) ont méme milieu.
1.2 Vecteurs
1.2.1 Définitions :
On appelle vecteur AB du plan I'ensemble des bipoints équipollents 8 (A, B).
Tout bipoint équipollent a (A,B) est un représentant du vecteur AB .
La direction de AB est la droite (AB), son sens de A vers B, et sa norme ||AB ||=d(A,B)=AB .
Deux vecteurs sont égaux s'ils ont la méme direction, le méme sens et la méme norme.
Si ||AB||=d(A,B)=0, AB estle vecteur nul et on écrit AB=0 .

Un vecteur unitaire est un vecteur dont la norme est égale a 1.
Si A, B, C et D ne sont pas alignés, ABCD est un parallélogramme si AB = DC.

1.2.2 Vecteurs colinéaires
Deux vecteurs sont colinéaires s'ils ont la méme direction.

Théoréme :
u et v sont colinéaires s'il existe un réel k tel que u = kv

Théoréme
Soit U un vecteur donné.

—

Pour tout point A, il existe un point unique M tel que AM = u,

1.3 Produit scalaire
1.3.1 Définition

Le produit scalaire de deux vecteurs i et v estleréel u .v défini par

—

U V=T . ||V||. cos(T,V) . (forme géométrique)

Et dans un repére orthonormé, si G(X) et V(;.) ,alors U .V=Xx.x'+y.y' (Forme analytique)
y

1.3.2 Propriétés

-
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u (On dit que le produit scalaire est commutatif)
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. T (V+W)=0. V. W
i

. v=0 si et seulement si U et v sont orthogonaux.

1.3.3 Applications :
a) Projection orthogonale
Soit A un point du plan, et (D) une droite.

La projection de A sur (D) est le point A' de (D) tel que (AA") soit
orthogonale a (D).

C'est le point de D le plus proche de A.
La distance de A a (D) est d(A,A").
Si on considére le triangle OA'A qui est triangle en A’ , on a :

cos(OA',OA) = OA™
OA

D'ou OA'= OA cos(OA',0A)
b) Relation entre les c6tés d'un triangle quelconque

ABC est un triangle quelconque, AB =c,BC=aetAC=Db

D'aprés la relation de Chasles :BC = AC — AB

Donc ]?»C?:(ZE—Z»B)ZZA_C?+A_§2—2.ZE.ZE
AC . AB=AC . AB. cos(AC , AB)

Comme cos(BA , CA)=cos A

Ona: a2 —b2+c2_2bc.cosA.

Remarques :
- Lorsque le triangle est rectangle en A : cos A = 0, on retrouve le théoréme de Pythagore

De méme, on a, pour les deux autres cotés,
2_ 2, 2 A 2_ 2.2 ~
b"=a“+c°—2ac.cos Bet c¢c“=a"+b"—2ab.cos C c

- L'aire d'un triangle ABC est égale a S = ;AB.HCou H est la

projection de C sur la droite (AB).

Donc Sz%bc .sin A B

De méme , S:%ac.sinB et S:%ab.sin{é’é. A
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D'oll 2S=ac . sin B=ab . sin C= bc. sin A .

28 _sin A _sin B _sin C
abc a b c

En divisant par abc, on a :

a _ b _ c

et en passant a l'inverse, —— ==
sin A sin B sinC

c) Equation d'une droite
Etant donné un point A(Xo, Yo).

Un point M( x,y) appartient & la droite D passant par A et dont un vecteur normal est i (a; b ) si et
seulement si AM et u sont orthogonaux, donc si et seulement si AM . U=0 .

Cette égalité donne I'équation cartésienne de la droite D.

Exemple :

Donner I'’équation de la droite D passant par la point A ( 1; 0 ) et de vecteur directeur H(l)

Un point M ( x ; y ) appartient a D si et seulement si AM . 4=0 , donc si et seulement si
(x-1).1+(y-0).2=0
Ce qui donne I'équation de la droite : x + 2y -1 = 0.

d) Equation d'un cercle :

Cercle de centre donné

Un point M(x;y) appartient au cercle de centre A (a,b) et de rayon R si AM =R

Comme AM = \/(x—a)z +(y—b)? , on a l'équation cartésienne du cercle de centre A(a,b) et de rayon R :

(x—a)? +(y—-b)? =R?

Cercle de diamétre donné
Considérons un cercle de diamétre [AB]. B
Si M est un point de ce cercle distinct de A

et de B, alors les vecteurs AM et BM sont
orthogonaux. Donc AM . BM=0 .

Cette égalité donne une équation cartésienne
du cercle de diamétre [AB].

Exemple :
Donner une équation du cercle de diamétre [AB] ou A (1 ; 0)
etB(0;2).

Un point M(x ; y ) appartient a ce cercle si et seulement si
AM . BM =0

Sl

—~
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Comme les coordonnées des vecteur AM et BM sont respectivement (x-1;y) et (x ; y-2), cette
égalité s'écrit (x-1).x+y.(y-2) = 0.

Ce qui donne, en développant : x2+y2— x—2y=0 :c'estI'équation du cercle.

2 2 c
- Le centre de ce cercle est le point I (% ; 1) etsonrayon est r:ﬁ: \/2 +1 :ﬁ

2 2 2
On peut retrouver I'équation en utilisant la premiére méthode :
Un point M(x ;y) appartient a ce cercle si AM = r; donc si \/(x —%)2 +(y—1)2 = \26 ou(x —;)2 + (y—1)2 = %

e) Distance d'un point a une droite d'équation donnée
On considére une droite d d'équation ax + by +c = 0 et un point Mo(Xo: yo) n'appartenant pas a d.
Notons H le projeté orthogonal de M, sur d.

La distance de M, a d est la distance de M, a H

Le vecteur 1 (a ; b) est normal a d.
Le point My défini par MgM1q = u est tel
que M M = |[i [|=Vd®+b’ .

Si xu et yu sont les coordonnées de H,

on a, puisque H appartient a d, axy+ byy=c.

D'une part, MgM4 et MgH ont respectivement

comme coordonnées (a;b) et (X4 —Xo;YH —Yo)

Donc MgM1.MgH =a(xy — Xg)+b(yH —Yo),

Ou MgM4.MgH =—(axg +byg +c).

D'autre part MOM1 .MoH =MOM1 .MoH. COS(MOM1 ,MoH)
D'ol MgM4 .MgH.cos(MgM4 ,MgH) = —(axg +byg +¢)

—(ax,+by,+c)

M,H= —
MyM, . cos(MyM,, M,H)

lax ,+by ,+c|
VaZ+b? . cos(M,M, , M_H)

Ainsi la distance de Mo ad est M H=
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