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Fonctions dérivées

1. Définition

Soit f une fonction définie et dérivable sur un intervalle I. On appelle fonction dérivée de f (ou dérivée
de f) sur | la fonction notée f', qui a tout x de | associe le nombre dérivé de f en x.

f':x>f '(xX)= lim flx+h)-f(x)

X—>Xq" h

2. Dérivées des fonctions usuelles

f(x) f'(x)
a(eR) 0
X 1
x? 2X
X" (neIN") nx"!
1 _1
X x?
Jx 1
24/x

Démonstration

« Soit f(x) =a quel que soit xeR .
f(x+h)-f(x) a-a

0
f est constante h .
don f'(x) = lim 1XFN=TX) _
x—0" h
* Soit f(X) =X
£1(x) = lim f(x+h)-f(x) _ . x+h-x_,
h—0 h hs0 h
e Soit f(X): X2
f'(x): |Im w: “m
h—0* h hs 0
= lim M: lim 2X+h:2x
h—0* h hos0*
* Si f(x)=x"

h—0*

(x+h)?—(x?) _ im X2+ 2hx + h? — x2

Date de version : AoGt 2021 Auteur : Equipe Maths

1/5


http://www.accesmad.org/

@ eC‘MC mad http://www.accesmad.org

@ 00

f(x +h)—f(x)

f'(x)= lim = lim l[ng“h0 +---+ CIixh™ 4+ Clh" - x”]
h—0* h h—0*
= lim l[Cﬁx"‘lh Foee Cﬂh”] = lim (CIx"™* + C2x"?h +---+ C"h" 1)
h—0* h h—0"

_~lyn-1 _ n-1
=C.x" =x

* Soit f(x)= 1
X

1 1 X—X-h -h
f'(x):limx"'h—a:Iimmzlimwzlim— 1 :_i
h—0 h h—0 h h—0 h h—0 X(X + h) X2

. Soit f(x) =+/x

f'(x)—IimVX+h_&—Iim Xth=X  _jpp Lt 1
h—0 h —0h(yvX +h +4/X) 04X +h++/x  24x

Exemple : Calculer le nombre dérivé de f:x — x° en 2.

f(x)=x3,f'(x)=3x3,f'(2) =12

3. Opérations sur les fonctions dérivées

Théoréme

Si u et v sont des fonctions dérivables sur | alors U+Vv, u-v et A (LeR) sont

de
’ u el
plus, v ne s’annule pas sur | alors — est dérivable sur I.

Eton a:

En particulier (l)
u

dérivables sur |. Si
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Démonstration
. u(x)—u(x . v(x)—v(x
+ u et v sontdérivables sur |, donc quel que soit x, € 7, lim Met lim M sont
XX X=X X=X X=X
finies
im (V) —(UHV)(Xe) _ - U(X) ~U(Xg) ~U(Xp) = V(Xo)
) X=X, ) X —Xq
i U —U(Xp) | V(X) ~ V(%)
X—>Xg X — X0 X — XO
= limu'(xy)+Vv'(Xq)
X—Xq
D’ou

(U+V)'(Xg) =U"(Xy) +V'(Xg)

(u+v)' =u+v'

iy (V)00 = (UV)(xg) _ 1 UGIVX) ~U(Xo)V(Xo)

X—>Xp X — X0 X—>Xp X — XO

u(x)-v(x) ~u(x)v(xg) + U(x)v(xg) — u(xg V(X0 )

= lim
X—Xq X=Xp

i | 4OOv(X) = v(x0)] + V(o ulx) - u(xo )]
X—=Xg X=X

X=X X—Xo X— X,

X—Xq

lim {U(X)w}r lim [V(XO)M}

Puisque u et v sont dérivables, elles sont continues en X, .

Donc XI|_££1 u(x)=u(x,) et Xll_g(] V(X)=V(Xq)
D’ou (uv)'(Xo)=u’(Xo)-V(Xo) +U(Xo).V'(Xo).

» Siv est constante, V(X)=X quel que soit x,
(uv)' =(Au)'=XA"u+Au
or A'=0
(Au)' =20’
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» Sif(x) = alx]
1 1 1 1
w0 w0 " uxg)
X—Xo X=X, XX X=X
_ lim u(xo)—u(x)>< 1
X=Xy X=X u(x).u(xq)
_ (o)
[u(xo)]2

u) 1) (1 1) L1 -v' u'xv-v'xu u'v-v'u
*l—|=|lux—=|=u'l=|+]|=|u=|ux— |+ xu |= =

v % v v v v?2 v?2 v?2
Conséquences

* Si u est dérivable, u? est dérivable et (u2 )'=2uu’

Plus généralement, u"(n e N)est dérivable et (u")'=n.u"u!

» Toute fonction polyndme est dérivable sur IR.
» Toute fonction rationnelle est dérivable sur son domaine de définition.

Exercices

a) u est une fonction dérivable sur |, et telle que u(x) =0 pour tout x €l

1 ' )
Montrer que [—nj =— nnlil , heN*
u u

b) Soit f(x)=2X"P
cx+d

, avec ad-bc#0. Montrer que _,

£(%) c d

- (cx +d)?

ab‘

Réponses
a) u(x)=0

( 1 j -nu™'u' —nu™tu' . -nu!

u (un )2 u2n uZn.u—m-l

n
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_ a(cx +d)—c(ax +b)

f'(x
() (cx +d)?
f,(X)zacx+ad—acx—bc
(cx +d)?
a b‘
Fi(x) = ad-bc _ d
(cx+d)? (cx+d)?
Théoreme

Quel que soit ne Z*, (u")'=nu"tu' siu est une fonction dérivable.

4. Dérivée seconde d’une fonction
Si f est dérivable sur | et sa dérivée f’ est, elle aussi dérivable sur |, on dit que f est 2 fois

dérivable sur | et la dérivée de f’, notée f’, est appelée dérivée seconde de f.

Exemple :
f(x)=2x*-3x*+7x -1

f est une fonction polynéme donc dérivable sur IR.

f'(x)=6x"—6x+7
f * est une fonction polyndme donc dérivable sur IR.

f''(x)=12x-6

Plus généralement, si n est un entier naturel supérieur ou égal a 2, on définit la dérivée n® par la
dérivée de la dérivée (n-1)°de fOn la note f™

Ainsi f = (fo-Dy
La dérivée 3° de f est la dérivée de la dérivée seconde.

La dérivée 10° de f est la dérivée de la dérivée 9° de f.
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