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Etude de quelques fonctions rationnelles

1. Asymptotes

1.1 Branches infinies:

La courbe représentative d’une fonction f admet une branche infinie si 'une des coordonnées d’un point
M(x,y) de cette courbe peut tendre vers l'infini. C'est-a-dire si on a I'un des cas suivants

lim y=lim f(x)=/, lim f(x)=o et lim f(x)=o

X—>0 X—>0 XX,
1.2 Asymptotes :
1.2.1 Définition :

Une droite (D) est une asymptote a la courbe (&) sila distance d’un point M(x ;y) de la courbe a la droite
D tend vers 0 quand M s’éloigne indéfiniment sur la branche infinie.

1.2.2 Asymptote horizontale ( paralléle a I'axe des abscisses):

Silimf(x)=I alors la droite d’équation. y=I est une asymptote horizontale

X=>

1.2.3 Asymptote verticale (paralléle a I'axe des ordonnées):

Si lim f(x)=o0 , alors la droite d’ équation x=x, est une asymptote verticale a la courbe

x—)x0

représentative de f
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1.2.4 Asymptote oblique :

La courbe (Zf) admet une asymptote oblique si lim f(x)=cw et s'il existe deux réels a et b tels que

X=> 00

lim[f(x)—(ax+b)]=0 ;I'équation de I'asymptote est alors y=ax+b

X=> 0

Détermination de aetb :
Si f est une fonction telle que 1M f(x) = et s'il existe deux réels a et b tel que ML/ (x) = (ax+5)]=0

alors lim[M} f(x) _a b f(x) _0

X—>0

—a )
X X X‘)OO

Donc, a—hmf( X)

X—>0

lorsque cette limite existe.

)lci_)f{}o[f(x) —(ax+b)]=0 donc )lci_r)g[f(x) —ax]=b gj cette limite existe.

Remarques

- Si f(x) est de la forme f(x)=ax+b+@(x)ou P est telle que )an;go(x) =0 alors la droite d’équation

y=ax+ B est une asymptote a la courbe.

- Si hmf( )

X—>00

=a mais )}E{)‘O[f(x) —ax]=% |5 courbe admet une branche infinie parabolique de direction

asymptothue y = ax.
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- Si xli_rf:of(x):oo mais lim J(x) =0 la courbe nadmet pas d’asymptote mais une branche infinie

X—>0 X

parabolique de direction asymptotique I'axe des abscisses.

- Si lim Mmﬁ, la courbe n‘admet pas d’asymptote mais une branche parabolique de direction
x—o X

asymptotique I'axe des ordonnées.

2. Fonctions homographiques f(x)zz)):g avec c#0 et ad—bc#0

1° exemple : f(x)= 1

. Dz]icoo;o[u]O;+00[.

« Comme f est impaire, on peut réduire le domaine d’étude a D, = ] 0;+o00 [

. xli)né f(x)=+0 " gonc la droite d’équation x = 0 est une asymptote paralléle a (y'Oy)
. lim f(x)=0

to donc la droite d’équation y = 0 est une asymptote paralléle a (x'Ox)
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1
* Dérivée S'(x)=——

X
e Tableau de variation

e Courbe

2x —1
2° exemple : f(x)= xx+ N
T
1__
llllllo_illllllx
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2
3. Fonctions du type_f(x)=—Z¥X*C  ec a'20
a'x+b'x+c'
1° exemple f(x):i2
X
o D:]—oo;O[u]O;+oo[.
« Comme f est paire, on peut réduire le domaine d’étude a D, = ] 0;+00 [

o lim f(x)=+ o donc la droite d’équation x = 0 est une asymptote paralléle a (y’'Oy)

x>0"
« lim f(x)=0  donc la droite d’équation y = 0 est une asymptote.
X2+
_ , 2
« Dérivée  f'(x)=—=
X

Tableau de variations

e Courbe

1
2° exemple : f(x)=—;
x° —2x
« Dy=}o0;0[U]0;2[U]25+ 0]
 f n’est ni paire ni impaire

. xg“_loof(x)zo et xE)wa(X)ZO' Donc la droite d’équation y = 0 est une asymptote

horizontale (paralléle) a (xOx)en — et en +

. lim f(x)=+w et
x—0"

verticale (paralléle a (y’'Oy)

xli_?& J()==% ponc Ia droite d’équation x = 0 est une asymptote
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o lim f(x)=—00 et lim f(x)=+% ponc |a droite d’équation x = 2 est une asymptote
x—2 x—2

verticale (parallele a (y'Oy).
2(x—1)
(x2 — 2x)2

e Tableau de variations :

« Dérivée : /'(x)=—

X — a0 0 1 2 4+ o0
2(x-1) - - D + +
(Tz B 2‘{)2 + b+ + D +
£(x) + + )] - -
+ o0
f(x) N
0
* Courbe
LRI R
L
_2._..
1
3° exemple : f(x)=— "
x“+1
T T T O i T T x
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3. Fonctions du type f(x)zm avec a#0 et d#0

dx+e
e . _x2+x+4
1° exemple : f(x)=
2 2
.« f(=x)=% X+l —f(x)=% X+ ¢ estni paire ni impaire.
—X —X

D, = D =]-;0[U]0;+oo[

* limites
lim f(x)=+o0 limf(x)=—o0
x=>0" x>0~
lim f(x)=—o0 ; lim f(x)=+o0
X=>—© X+
2_4

Dérivée f"(x)="—
X

Tableau de variations

X - -2 0 2z +oo
70 0 - R
3 +x ' +@
£ /' \ \ /
—o - 5

Tangentes horizontales en x, =-2etx; =2

. Courbe : ]

10

T
}.J
L 2
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2° exemple : f(x):—x+%
« D,=]-0;0[U]0;+a0]
1
f=x)=x—
. f est impaire D,=]0;+o[
1
flx)=x—
* Limites
lim+ J(x)=+0 et hm, J(x)=—0 ; donc la droite d’équation x = 0 est une
x—0 x>0
asymptote verticale
lim f(x)=-x
X—>+00
. .1
lim (f(x)+x)= lim —=0 donc la droite d’équation y = x est une asymptote
X—>00 x—0 X
oblique

» Dérivée : f'(x)=—1+(1j=_1_l

x? x2

» Tableau de variation :

X 0 +x
f(x) -
—a
fx)
+ oo
Courbe _
Y.
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