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Dénombrement (Rappel

Les ensembles considérés dans ce chapitre ont un nombre fini d'éléments.

1. Cardinal d'un ensemble

Le cardinal d'un ensemble fini E est le nombre d'éléments de E. On le note Card E.

1.1 Réunion de deux ensembles disjoints

A et B sont deux sous-ensembles d'un ensemble fini E.
A et B sont disjoints siA N B = J.
Si A et B sont disjoints alors card (A u B) = card A + card B.

On appelle complémentaire de A dans E I'ensemble noté Aou C: A des éléments de E qui
n'appartiennent pas a A.

Si A est une partie de E, alors card A =card E - card A.
1.2 Réunion de n sous-ensembles disjoints deux a deux

Soit I'ensemble fini E = A1 U Az U .. U An. Si A1, Az, ... Ansont deux a deux disjoints, alors :
card E = card A1+ card A, + ... + card A..

1.3 Réunion d'ensembles

Quels que soient les ensembles finis A et B : card (A u B) = card A + card B - card (A n B).

2. Produit cartésien
2.1 Définition

Soient E et F deux ensembles finis. Le produit cartésien E x F est I'ensemble des couples (x ; y) ou x est
élément de E et y est élément de F.

Exemple : SoitE={1;2;3;4} etF={a;b; c}
On peut représenter le produit cartésien par le tableau :

EF a b C

1 (1; a) (1;b) (1;0

2 (2;a) (2;b) (2;0

3 (3;a) (3;Db) (370

4 (4;a) (4 ;b) (4;0

2.2 Cardinal du produit cartésien

Pour deux ensembles finis E et F : card (E x F) = card E x card F.
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Plus généralement, on démontre que :
card (E1 x Ex x ... X Ep) = card E1 x card E; x ... x card E,.

2.3 Nombres de p-listes ( ou p-uplets) de E

Définition
Soit E un ensemble non vide de cardinal n. Une p-liste d'éléments de E est une liste ordonnée (a1, ay, ...,
ap) de p éléments de E (non nécessairement distincts)

Une p-liste de E est un élément de EP = E x E x...x E, produit cartésien de p ensembles
égaux a E.
Une p-liste est donc un p-uplet (ou suite de longueur p, ou mot de longueur p) d'éléments de E.

Exemple:E={a; b; c}
(a; b), (a; a), (c; b) sont des 2-listes (ou couple) de E.
(@a;a;a;b),(a;c;b;b)sontdes 4-listes de E.

Soit E un ensemble a n éléments et soit p un entier naturel non nul. Le nombre de p-listes de
E est nP.

2.4 Ensembles des parties d'un ensemble

SoitE=4{a;b;c;d}
Pour dénombrer les parties de E on peut utiliser un arbre :

Le nombre des parties d'un ensemble a n éléments est 2".

3. Arrangements - Combinaisons

3.1 Nombre d'arrangements

Définition
Soit E un ensemble fini et p un entier naturel non nul ( p < card E).
Un arrangement de p éléments de E est une p-liste d'éléments de E deux a deux distincts.

Remarque :
Deux arrangements a p éléments de E difféerent :

- soit par la nature de leurs éléments
- soit par l'ordre de leurs éléments.

Soit Card E = n, le nombre d'arrangements a p éléments de E, noté AR, est

AP=n. (n-1)....(n-p+1).

Définition
On appelle permutation de E un arrangement a n éléments de E.
Le nombre de permutations de E est : AR =n. (n-1)....3.2.1.
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Définition
Soit n un entier naturel. On appelle factorielle n I'entier naturel noté n! défini par
0!'=1
n!=n.(n-1)....3.2.1

3.2 Nombres de combinaisons

Définition
Soit E un ensemble fini et p un entier naturel non nul ( p < card E).

Une combinaison a p éléments de E est une partie a p éléments de E.
Remarque : Deux combinaisons a p éléments de E different par la nature de leurs éléments.

p
Le nombre de combinaisons a p éléments de E, noté Cp, est : Cﬁ = —T .
p!

3.3 Propriétés de A] et CP

|
Al-1: AP-_ M
" " (n-p)!
AP I
cl=1; ch=—"-_T
p! p!(n-p)!

CPh=CpP pour0O<ps<n

cPti-cR+Ch* pouro<p<n

4. Triangle de Pascal

Pour des valeurs de netp telquen>p, ona:

np | 0 1 2 3 4 5
0 C8

Lled

> ey cb c3

ey ¢y ¢ o3

*1cy ¢y ¢ ¢ i
>1c? el c2 ¢ ct c
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En remplagant Cﬁ par sa valeur :

1

1 1

1 2 1

1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1

Formule du binome de Newton

Soient a et b deux nombres réels ou complexes. On a :

a+b = 1a +1b
(a+b)>= 1a?2+ 2ab + 1b?
(@a+b)>= 1a3+ 3a2b + 3ab? + 1b?

Les coefficients de produits des puissances de a et b sont ceux du triangle de Pascal.
On démontre par récurrence que : pour tous nombres réels ou complexes a et b et pour tout
entier naturel n :

(a+b)"=a"+C! a™ b+ C2a"2p?%+..+CRa" PbP+..+CH1ap™ 1+ b"
Ou encore :
n
(a+b)"= ) CRa"PbP
p=0

Remarque : Soit E un ensemble a n éléments.
cﬂ est le nombre des parties de E ayant 0 élément.

C:, est le nombre des parties de E ayant 1 élément.

CP est le nombre des parties de E ayant p éléments.
Leur somme, nombre des parties de E, est égale a 2".

2"=(1+1)"=c2+cl+c2+ . 4cP+..+CcM il

> ch=2"

p=0
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