Probléme

X
. : e e

On consideére la fonction f définie par f(x) =e” Inx + —
X

1.- Soit g(x)=|nx+g—i2.
X X

2 1

a) lim gx)= lim (Inx+— ——)
x—0* x—0t X X

C'est une forme indéterminée. La réduction au méme dénominateur donne

x2INxX+2x -1

lim g(x)_ lim ( > )

x—0 x—0* X

lim x%Inx+2x—-1=-1 et lim x? =07, donc lim g(x)=—w
x—0* x—>0* x—0*

lim g(x)= lim (Inx+g—i)
X x?

X —>+00 X—>+00
lim (InXx)=+00 et lim (———) Odonc lim g(x)=+ow
X—>+00 X—>+0 X x X —>+00

2 1 L . L
b) In et X > — ——sont dérivables et la sommes de deux fonctions dérivables est

X x2
- L. , 1 2 2
dérivable, don g est dérivable. Et g'(X) = ——-—+—3
X X X
2
X =2X+2
dou g'(X)=————
X

Etudions le signe du numérateur : X2 —2x+2:
A=(-2)2-42=-4

A <0, donc le numérateur est du signe du coefficient de x?, qui est positif.
Pour x >0, x3> 0, donc g'(x) >0 pour tout x >0

¢) Tableau de variation de g

x |0 +@
g'(x) .
+ao
ai(x) /
—ao

g est continue et sitrictement croissante sur ]O;+ oo[ donc c'est une bijection de
Jo;+ o[ sur g(JO;+ 0 [) =]-w0;+



Comme O e ]—oo;+oo [ 0 possede un antécédent unique o dans ]O;+oo [ En d'autres
térmes, il existe un o unique dans ]O;+oo[ tel que g(a) =0

g est continue et croissante et g(%) =-0,69 et g(1) =1 donc % <a<l

2.- Calcul de f'(x)

1 e*x-e*
f'fx)=e”Inx+e*.=+
X x2
2e* x —e*
f'X)=e*Inx+——=——"
2
X
X ' X 2 1
b) En mettant e” en facteur, on af'(x) =e”[ In X +t———
X X

dou f'(x) = e*g(x)

c) Comme g(a)=0,0ona f'(a)=0

d) Calcul des limites de f
X

o lim f(x)= lim €*Inx+)
X

x—=0*t x—0t
X X
. e"xlnx+e
= lim 22Ty
x—0*t X
lim e* =1, lim xInx=0, lim (e*xInx+e*)=1.
x—0" x—0" x—0"
X X
. ) ) e’ XInx+e
Puisque lim x=0%,0ona lim (——————)=+w®
x—0t x—0t X

Et lim f(x)=+o0
x—0"

X

. : e
o lim f(x)= lim (e*Inx+—
X —>+00 X —>+00 X

lim (e*)=+wet lim (Inx) =+, donc lim (e*Inx)=+ow
X —>+00 X —>+00 X —>+00
X

: e o
lim (—)=+ow. Ainsi lim f(x)=+o0
X—>+o X X —>+00

e) e > 0quel que soit x, donc f '(x) est du signe de g(x)
g est strictement croissante, et g(a) = 0donc
-si0<x<a,g(x)<0,
-etsix>a,g(x)>0

e) Tableau de variation de f



X 0 o +a
g(x) _ 0 +
f'(x) - 0 +
+a@ +@
f(x) \ /
(o)

3.- a) Equation de la tangente (T) en 1 ala courbe (C): y=f" (D)X -+

X X
f'(x)=e* Inx+2e'x—2e
X
2el1-e!

donc f'(1)) =elln1+ %

frl)=e

X

e
fx)=e*Inx +—
X

1
f(1)=elln1+eT=e

L'équation estdonc y=e(x—-1)+e

Ou y =ex
b) Courbe
(C)
(D)
3_
e F-4___
|
21~ -
i |
o
] .
3 | |
— I |
j !
L
l T
o/ 5 « 1 2




4.- On pose h(x)=e*Inx

Les fonctions In et exponentielle sont dérivables sur ]0;+ oo[ donc h est dérivable et
1
h'(x)=e*Inx+e*.=
X
X

e
h'(x) =e* Inx + — =f(x) donc h est une primitive de f.
X

1
5.- Soit | = If(x)dx .
o

a) Comme h est une primitive de f, | = [h(x)]iL =h()-h(a)
=ellnl-e%hna
=—e%lna

d'apes la définition de o, g(a) = Inon+g—i2 =0,
a o

1 2
donc In(x=—2——.
o o
: of2 1
En remplacant In a par cette expression dans |, ona l=¢€ ———
a o

b) I est I'aire du domaine délimité par la courbe de f, la droite (D) et les droites d'equations
X=letX=qa



