Série D - session 2003 : probléme - corrigé

Soit f la fonction définie par f(x)=1- %x _Inx
X

1.- Calcul de f'(x)et de '(x)

1 1x—l.Inx
o f(x)=0---%X
2 x 2
, 2Inx —x2% -2
1‘(x)=—2
2X

(E—Zx)x2 -2X(2In x —x?2 -2)
o f'(x)=2X

2x4

L —-2Inx+3
f (x)=X—3

2.a) Variations de f'
o Df'={x/x>0etx¢0}donc Df=]0;+oo[

2
. . 2Inx=x°-=2
o lim f'(x)= lim —
x—0* x—0* 2X

lim 2InXx-x2-2=—w et lim 2x%2 =0%

x—>0" x—>0
donc lim f'(x)=—w
x—0*
: . n 1 1
o lim f'(x)= Ilim nx_-_ =
X —>+00 x>+ x2 2 X2
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lim |n_x=0 lim _}_iz—l donc lim f'(X)=-=
X—>+00 X 2 X—+o 2  x2 2 X —+00 2

o Tableau de variations

f(x) i -

£ (x) /’ 2e3 \
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o f"(x)=0 si et seulement si X = e?2



3

. 1- . L
La valeur maximale de f '(x) est 3 Qui est négative
Donc f '(x) <0 qule que soit x >0
3. Variations de f

o  Djy={x/x>0et x=0}donc Dy = ]0;+oo][

. .1
o lim (-Inx)=+cw et lim ==+
x—0" x—=0t X

. 1
Donc lim —=Inx.= =400

x—07" X
. 1 In
Comme |lim 1-—-x=1, lim (1————X)_
x=0 2 x—>0* X
Ansi lim f(X) =400
x—0*
In x . 1 1 In X
o lim —_O lim (1-=x)=-o donc lim (1-=x ——)_
X—>+0 X X —>+00 X —> 400 2
Ainsi lim f(x)=—o0
X >+

D'apreés le résultat précédent, f '(x) <0 quel que soit x > 0, donc f est strictement décoissante
sue Dy,

Tableau de variation

4.- lim (f(x)- (——x+1))_ lim _inx_ =0

X —>+00 X—>+0o X

i 1 .
Donc la droite d'équaiton y = _EX +1 est une asymptote a la courbe de f en +oo.

Etudions le signe de f(x)— (—%x +1)= _Inx
X 0 1 +m
-Inx + é _
X '#, N .
X7 ]
X !




1
o f(x)- (_EX +1)>0si xe ]0 71 [ donc la courbe est au dessus de la droite sur

cet intervalle

1
o f(x)-— (_EX +1) < 0si x >1, donc la courbe est en dessous de la droite sur ]1;+ ) [

o La courbe et la droite se coupe en x = 1.

5.- Latangente en A est paralléle a (D) si elle a le méme coefficient directeur que (D) , donc

1
sif'(Xp)=—=.
(Xa) )
2 2
Puisque f'(X)=2|nX—XZ, f'(X)=—E si et seulement si M=—l,
2x 2 2 2% 2 2
Ou M=0.Ou encore xa=e

2x?
C'est donc la tangente en x = e qui est paralléle a la droite (D).
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7.- L'aire du domaine plan, limité par la corube, la droite (D ), et les droites d'équations x = 1

et x = e est donné par A =

Ie (f(x) - (—Ex +1))dx|.1cm?
1 2



r (f(x)- (—Ex +1))dx
1 2

J‘e—ln—xdx‘
1 X
_{(m x)z}e
2
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d'oit A =0,5cm?
1
8.- On considére la fonction g définie sur [3;+ 0 [par g(x) = —Ex +1-f(x)

gx)= "X
X

a) g estle quotient de deux fonctions dérivables, donc dérivable

ix—l.lnx
g (X)=X—2

, 1-Inx
gX)=—7>
X
2 .. 1-Inx
Pour x>3,Inx>In3>1. Et x“>23>0 et 1-Inx <0. Ainsi > <0
X

Par conséquent, g est décroissante sur [3;+ oo[

b) g estdécroissante sur [3;+[doncsin<x<n+1, g(n+1)<g(x) <g(n)
In(n+1) S
+1

Comme In(n+1) >0 et (n+1)>0six>3,0ona gnh+1) = 0.

Ainsi 0<g(x)<g(n).
n+1

c) On pose U,, = | g(x)dx pour tout n>3
n

n+1

1g(X)dX < | 9(n)dx

n+

Comme 0<g(x)<g(n),ona 0 <I

n
n+1 n+1
J- g(n)dx =-‘- Ir]Tndx

n n

. . P Inn
Puisque la variable d'intégration est X, — est constante, donc
n

n+1 n+1
J' gmdx =" [T ax
n n Jn
Inn
=——MN+1-n
—(n+1-n)
n+1
I g(mdx =11
n n

L Inn
Ainsi O<U, < —.
n



ona lim ™ -0 donc lim (U,)=0

n—->+o N n—+o



