@ eC‘MC mad  un programme pour améliorer I’éducation a Madagascar
Série C - session 2009 : probléeme 2 - corrigé

Partie A Etude de la fonction f

1. a) Tableau de variation de g: X > g(x) =1 -(x% —2x +2)e ™
«Ensemble de définition de g : g est définie sur |- co;+oo |

sLimites de g

Ona IiTg = ”T (x%eX) = —w et Ilrllg =1-0=1

«Dérivée g de g : On vérifie que g'(x) = (x -2)%.e7X,
g '(x) positive ou nulle sur R
e Tableau de variation
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b) Existence et unicité de la solution de I'équation g(x) = O
«g est continue et strictement croissante sur |- w,+w|, donc c'est une bijection de

|- eoeo| - sur g(J-oo4o0]) = o0 1L

Comme OO ] -oo; 1[., il existe un réel uniquea dans ]— oo,+oo[ tel que g(a) = 0.
*Encadrement de o

Onag(0,35)=-0,0024 et g(0,36)=0,0166

Comme [0,35;0,36 | OR et g(0,35)xg(0,36) <0 ,alors a 0]0,35; 0,36

c) Signe de g(x)

Sur |- «,a], la fonction g est continue et strictement croissante donc  g(x) < g(a).
Comme g(a) = 0, il s'ensuit que g(x) <0 sur]-o,af

Sur [0(,+00[, g continue strictement croissante donc g(x) = g(a) = 0 alors g(x) >0

» | -0 o + o

9(x) | - 0+

2. a) Expression de f'(x)
«Ona f(x)=x-1+(x%+2)e,f est définie sur R

Ona f'(x) = 1+2xe™™ +(X2 +2)(_e—X)
Alors fr(x) =1-(x?-2x+2)e™* = g(x)
D'oll sg [f'(x)] =sg [g(x)]
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b) Tableau de variation de f

«Ona lim f(x)= lim x%e™X =+w et lim f(x)= lim [ Xx-1+(x%+2)e™X]=+w
X — —00 X - —00 X - +oo X - +oo
* - oL + oo
f'(x) - 0 +
+ oo g L=}

c) Droite asymptote
Ona lim f=+w et lim [f(x)-(x-1)]= lim (x?+2)e™ =0
X — +oo X — +0o X — 400

D'oti la courbe C de f admet une asymptote oblique d'équationy = x - 1

d) Courbe (unité graphique : 2 cm )

B. Etude d'une suite
1. a) Variation de h sur l'intervalle I =[1;2]

*Ona h(x) =f(x)-x = —1+(x2 +2)e™*
La dérivée de h est : X > h'(x) = (-x2 +2x - 2)e™X

X

Comme €™ >0 pour tout X O1I,ona sg[h'(x)] =sg [-x% +2x - 2]

On vérifie que —x2 +2x -2 <0 pour x 01
D'ot h'(x) < 0, donc h strictement décroissante sur I

* Tableau de variation de h.
h(1) = 0,104 et h(2)=-0,188

Un programme pour améliorer I'éducation a Madagascar



x 1 2
h*(x) -
0,104
h(:i() “‘\“""A -0 188

b) Solution de f(x) = x (existence et unicité)

L'équation f(x) = x équivaut a f(x)-x = 0 ie. h(x) = O, donc les équations f(x) = x et h(x) =0 ont le
méme ensemble de solutions.

La fonction h est continue strictement décroissante sur I=[1; 2] et h(1)xh(2) < 0 (h(1) et

h(2) sont de signes contraires), alors il existe un unique réel B, B 0]1;2] tel que h(B) = 0
Ona h(B) =0 équivaut a f(B) =B donc B est solution unique de f(x) = x

2. Encadrement de f ‘(x) sur I

Ona f'(x)=g(x)=1-(x% -2x +2)e”%,

La fonction g est continue strictement croissante sur I. (question'A.1-a) alors pour tout x,
(1sx<2), ona:g(1) <g(x) <g(2).

Ona g(1)=0,632 et g(2)=0,729

Dot 0,632<9g(x)<0,729  ie |g(x)|<0,75

Donc |f'(x)| < 0,729 s% sur l'intervalle T

3. a) Montrons, par récurrence, que pour tout n N ; U, OI
(Un) est définiepar Uy =1 et Uyyq = f(Up)

*Ug =1 alors UoOI

* Supposons que U, O est montrons que Un .1 O1

D'abord, montrons que pour tout x OI , f(x)OI

La fonction f est croissante sur I donc f(I) = [f(1); f(2)]

Onaf(1)=1104 et f(2)=1,812

Donc f(1) 01 et f(2) OI-d'ot [f(1);f(2)] O 1, Dol pour tout xOI , f(x)O1.
Alors U, OT implique Un4q = f(U,) OI  dot Upyq O1

Remarque : on peut.conclure que (U, ) existe pour tout n.

b) Montrons que, pour tout entier n, |Up.; -B|< %| Un —B]
Utilisons le théoreme des inégalités des accroissements finis.
Ona |f'(x)| s% sur I, alors pour tous réels a,b 01 , | f(b) -f(a)| < %|b—a|

Prenons b =U, et a=f,alors | f(Up) - f(B) | < %|un - B |

3
Comme f(B) =B et f(Uy) =Upsq,0na | Un+1 _Bl Szl Un _Bl
*On a successivement

3
U -8 <2 Ug -]

3
U2 -B] < 2| Uy -]
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3
|Un _Bl SZlun—l _Bl
En multipliant membre & membre et aprés simplification, ona: [Uy -B| < (%)n |Uo -B]
c) Limite de U,

Ona 0= lim |Uy ~B| = lim (2)°|Up B
N - +oo n-o+eo 4

n
Comme Iim(%) =0  dlors lim |U,-B|=0
n

— +oo
D'oll lim U, =B
+00
4. Valeur de p, telle que |U,-B| <1072
n
Pour que | U, -B| <1072, il suffit que (%j |Ug -B| <1072

Comme Ug et BO[1;2] alors |Ug -B|<|2-1]|=1

Donc |Un -B|< 1072 lorsque (%)n <1072

3)" 5 . 3 5

Inf—] <In(10 . nin(=)<1n10

[4} ( ) le (4)

In1072
3)

In| =

4

Pour n>17, |U, -B| <1072

D'ol n= =16,008 (p=17)
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