@ eC‘MC mad  un programme pour améliorer I’éducation a Madagascar
Série C - session 2000 : probleme - corrigé

Soit f la fonction définie sur l'intervalle [ O ; + oo par :

f(0)=0
f(x)=xInx+(1-x)In(1-x) si xOJ0;1[
f(x)——1 Ssi XO[1;+0[

e” —xX-

De courbe (C€) dans un repére orthonormé (O ; i,j ), d'unité 5 cm.

Partie A
1. Soit g la fonction définie sur 10 ; 1 [ par : g(x) = In x - In (1 - x).
a. Résolution de I'équation g(x) = O

1
2

b. Déduction , suivant les valeurs de x, du signe de g(x).

Inx-In(1-x)=0si x=1-x,cestadire x =

1 1
g(x)>0six >—et g(x)<0six<—
2 2

c. Montrons que pour tout x 010 ; 1 [, f ' (x) = g(x).
Pour tout x 0]0;1[,ona f'(x)=|nx+1+|n(1-x)—}:—§
Dot f'(x)=Inx-In(1-x)=g(x)
2. h la fonction définie sur [1 ; + o [par: h(x) = (2-x)e*-2
a. Montrons que h est strictement décroissante sur [ 1 ; + o [.
h(x)=-e*+(2-x)e*=(1-x)ex

Or, pour tout x 0 ]0; 1 [, (1= x)est négatif donc, h'(x) I'est aussi. Par conséquent,

h est strictement décroissante.
3

b. Solution unique a 0] — ; 2 [ de I'équation h (x) = O
2

h est une fonction continue strictement décroissante sur l'intervalle [1; + o [ ; en

[

particulier, elle l'est sur ] —,2[.Deplus,h(2)=-2<0eth ( )= ——— 2 >[0. Il s'ensuit
2

que I'équation h (x) = 0 admet une solution unique a O ] - 21
2

c. Déduction , suivant les valeurs de x, du signe de h (x).
h(x)>0six O[1;a[, et h(x)<O0six OJa;+o][.

d. Montons que pour tout x >1, f'(x)= LZ .
(eX -x-1)
X - - - - —
fl(x) - (e X 1) (e 1) (X 1) (2 X)e :
(e* - x - 1) (e -x- 1)
o h(x)
Ainsi, f'(X) = ——————.
(X - x - 1)2
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3. a. Montrons que f est continue en O

Onaf(0)=0et lim f(x)= lim (xInx+(1 x)In(1 x))=0
X0 x-0%

Montrons que f est continueen 1.

Onaf(l)=0et lim f(x)= lim (xInx+(1 x)In(1 x))= 0

X->1" X-1"
b. Montrons que, Iim L —00

X~>0+ X

limn FO = i XInX+(1=x) In@-x) _ i [ Inx + =X In(1—x)J P =8

0+ X 0+ X 0+ X

Montrons que, lim A = +o0
x.1~ X1

f(x) . XInx+(1-x) In(1-x) _ x Inx
im %9 = lim = = lim PInX (1 - x) In(1 - x)] = +e0

. f(x) 1
Montrons que lim ——=—-—.
+ x-1 e-2

X-1
f
lim £ = |im x-1 = g
1t X -1 1+ (x-1)(e*-x-1) T e-2

Interprétation graphique de ces résultats.

- f n'est pas dérivable a droite au point d'abscisse O et sa courbe y admet une demi-
tangente verticale.

- f n'est pas dérivable a gauche au point d'abscisse 1 et sa courbe y admet une demi-
tangente verticale.

- f est pas dérivable a droite au point d'abscisse 1 et sa courbe y admet une demi-

1
tangente de pente égale a —.
e-2

b. Montrons que (C) admet une asymptote horizontale
-1 \
lim f(x) = lim — X - 0.Donc l'axe xXOx est une asymptote horizontale a (C) au
X — 400 Xo4o X o g

voisinage de + o,

4. a. Montrons que f(a) = -1 +2
a

Onah (a)=0,donc,(2-a)e"-2=0; cestadire e” =5
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’ a - 1 —_
Par conséquent, f(a) = -2-a._ 4,2
2 a a
-a-1
2-qa
Tableau de variation de f sur [0 ; + o [ :

X 0 1 1 o + o
2

f (x) - 0 + + 0 -

0,5 5

-0,5 4

-ln2

Partie B

3
a O]~ 2[, leréel déterminé dans la question 2.b. de la partie A
2

t-1"
et—t—l

(2-a)(a -1

1. Pour tout n O IN*, on pose I, (a) = J-la dt.

a. Montrons que :0<T;(a)<
[of

n
t-1
Onal,(a)-= jf(t—) dt = jlo( ft)dt. Or + O[1; a Jet f est croissante sur l'intervalle [
e —-t-1
1; a ], par.conséquent, 1<t <a.
Il s'ensuit que, O < jla f(t) dt. < Ila (-1+§ ) dt.

(2-a)(a -1
Onenconclut que0<TI;(a)s ———.
a
a. Etude du sens de variation de : + e’ -t-1 sur [1:+o]

Sa fonction dérivée est : t — el - 1.0Orsit=>1, -1 0.Ainsi, cette fonction est
strictement croissante sur l'intervalle [ 1; + o [

Déduction de : pour tout t+ 21, et -t-12e-2.
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Puisque tout t =1, la fonction : t - e'- t - 1 est croissante donc pour tout t =1, el-t-12e-2
(a-1)

b. Montrons alors que 0 < I, (@) s ——.
(n+1)-(e-2)

Pour tout 21, (t-1)20donc (+-1)"20.Duplus, e'-+-120.
n

Ainsi, >0.0ra=1,doncI,(a)c =0.
et—t—l
1
Et , dapres la question précédente, pour t=1, e-t-12e-2 par conséquent,
et—t—l
n n
1 t-1 t-1
< —. Ainsi, t-1 < - .
n n n+1
t-1 t-1 a-1
Il s'ensuit que [} Sk sla( ) gy - 07D :
el —to1 e-2 (n+1) - (e-2)
(@ _1)n+1
Onenconclut que 0<TI,(a)s ———.
(n+1)-(e-2)

¢ .Montrons que la suite (I, (a)) est convergente.
La suite (I, (a)) est minorée. Ainsi, pour montrer qu'elle est convergente, il reste @ montrer
qu'elle est décroissante.

n+1 n
_1 _1
Or In+1 (C()‘In (C(): I]?Ldf b ](.3( (t-1) dt
e' Atuy e —t-1
n+1 n
t-1 -(t=1
:10(( ) D 4
el -t-1
n
t-1) (t-2
L Y
el -t-1

Or,t>1donc (t-1)">0.Et,t<aaveca<2,donc(t-2)<0
De plus, et—f-lzo.

n
t-1) (t—-2
Il s'ensuit que jlu% dt<0
e —t-1
Précision de la limite de la suite (I, (a)) :

_— | .y @-y""

D'apres la question c. précédente, 0<I,(a) s ————,
(n+1)-(e-2)

o o @-p™

ainsi,0 <limI, (o)< lim ———— =0
(n+)-(e-2)

Il s'ensuit que la limite de la suite (I, (a)) est égale a O.
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2. Soient a et b deux réels strictement positifs tels que a + b = 1.

1 1
a. Montrons que pour tout x 110 ;1 [, aln —+bln — <In 2
a b

Pour x 0]0;1[,xInx+(1-x)In(1-x)=-1n2 car f (x) est supérieure ou égale a -
In2.0r,a+b=1,doncb=1-a.
Ainsi,alna+bInb=-In2.Par conséquent,-aln a-blinb<In2

1 1
Il s'ensuit que aln —+bln — <In 2
a b

b. Valeurs de a et b, telle quela derniére inégalité soit une égalité

1 1
aln—+bln—=-In2si alna+(1-a)In(1-a)=-In2cestddiresif(a)=-In2doncsia-=
a b

1 7/ -\ . 7/ . 4 . 14 . 14
— . par conséquent, les valeurs de a et de b pour que la derniére inégalité soit une égalité sont a
2

1
=b=—,
2
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