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Partie I : A - Etude de la fonction f 

1) Ensemble de définition de f 

f est définie par 
)xln(

1x
)x(f

−
=  si 1x0 << , 0)0(f =  et 1)1(f =  

Comme 
xln

1
x a  est définie sur ] [1;0 , alors  [ ]1,0Df =  

 

2) Continuité de f en 0 et en 1 

Rappel : f est continue en 0x0 =  si )0(f)x(flim
0x

=
+→

 

On a 0
xln

)1x(
lim

0x
=

−
+→

 et 0)0(f = , donc f est continue en 0 

Pour l’étude de la continuité en 1, calculons )x(flim
1x −→

 

On a 

1x

xln

1

xln

1x
)x(f

−

=
−

=  

Soit la fonction xlnx:g a , g est dérivable en 1x0 = , et 
1x

1lnxln
lim)1('g

1x −
−

=
−→

        

or     1)1('get
x

1
)x('g ==  d’où 1

lim

1
)x(flim

1x

xln

1x

1x
==

−→
→

−

−
,       

Comme 1)1(f = , alors  f est continue en 1 

 

 

3) Dérivabilité de f sur ] [1,0  

Les fonctions 1xx −a et xlnx a sont dérivables sur ] [1,0  et  ln ne s’annule pas sur ] [1,0 ,  

Comme f est le quotient de 2 fonctions dérivables alors f est dérivable sur ] [1,0        

Expression de )x('f  

on a 
22 )x(ln

x

1
)1x(xln

)x(ln

)'x)(ln1x(xln)'1x(
)x('f

−−
=

−−−
=  

d’où 
22 )x(ln

)x(H

x

1
1)xln(

)x(ln

1
)x('f =







 +−=  

 

 

4) Variation et signe de H 

- Etude de la variation de xln1
x

1
)x(Hx +−=a  sur ] ]1,0 , 

on a 
22 x

1x

x

1

x

1
)x('H

−
=+−=  

On a )1x(gs))x('H(gs −= .  
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D’où pour tout ] ] 0)1x(,1;0x <−∈  ce qui implique ] ]1,0sur0)x('H ≤ .  

Donc  H est strictement décroissante sur ] ]1,0 ,  

- Signe de H(x) sur ] ]1,0  

Comme H est décroissante sur ] ]1,0 , on a pour tout ] ]1;0x ∈ , )1(H)x(H ≥ ,   or 0)1(H =  

D’où ] ]1;0sur0)x(H ≥  

- Sens de variation de f 

On a 
2)x(ln

)x(H
)x('f =  ; comme 0)x(ln 2 ≥  sur ] ]1,0  donc [ ] [ ])x(Hgs)x('fgs =  

Or ] ]1;0sur0)x(H ≥   donc 0)x('f ≥ . D'où f est strictement croissante sur ] ]1;0  

 

5) Etude de la dérivabilité de f  en 0x0 =  

Rappel : f est dérivable en 0x =0   si  
0

0

xox xx

)x(f)x(f
lim

−
−

→
 existe et est finie. 

On a +∞=
−

=
−
−

++ →→ xlnx

1x
lim

0x

)0(f)x(f
lim

0x0x
 

D’où f n’est pas dérivable en 0x0 =  

Remarque : la courbe (C) admet une tangente verticale en 0x0 =  

 

 

B - 1)  Montrons que pour [ ]
2
1;0a ∈   

On a 2a2)a1(
a1

1
0 ≤+−

−
≤  

- On a  : 
a1

a
)a1(

a1

1 2

−
=+−

−
 ; comme 0a2 ≥  et 0a1 >−  sur [ [

2
1,0 , alors 0

a1

a2

≥
−

 

- Pour 
2
1a0 ≤≤  ,  on a : 0a

2
1 ≤−≤−  et 1a1

2
1 ≤−≤ ,  ce qui implique 2

a1

1
1 ≤

−
≤ . 

D’où 2
2

a2
a1

a
≤

−
     i.e            2a2)a1(

a1

1
≤+−

−
 

Conclusion : pour tout [ ]
2
1;0a ∈  , on a 2a2)a1(

a1

1
0 ≤+−

−
≤ . 

- Montrons que pour tout [ ]
3

a2
)

2

a
a()a1ln(0;;0a

32

2
1 ≤+−−−≤∈  

Les fonctions )t1(
t1

1
t +−

−
a   et  2t2t a  sont continues sur [ ]

2
1,0 , alors pour tout  

[ ]
2
1;0t ∈   , 2t2)t1(

t1

1
≤+−

−
  implique  ∫ ∫≤+−

−
≤

a
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0

2dtt2dt)]t1(
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1
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a

0

3
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0
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2

t
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D’où   
3

a
2)

2

a
a()a1ln(0

32

≤+−−−≤  pour [ ]
2
1,0a ∈ . 
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2) Montrons que pour tout [ ]
3

b
2

2

b
)1()b1(0;0;b

2

2
1 ≤+ψ−+ψ≤−∈  

La fonction Ψ est définie par 
1t

tln

)t(f

1
)t(

−
==ψ  pour ] ]1;0t ∈  

Pour tout ]0;[b
2
1−∈  ,   1b1

2
1 ≤+<  ce qui implique  [ ]1,0)b1( ∈+ , donc )b1( +ψ  est bien 

définie. 

Alors 
2

b

1

1

1)b1(
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2

b
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1
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1
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2
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−+
+

=+−
+
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2

b
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+
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+−+

2

b
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b
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On pose   ab −=     ],0[a(
2
1∈  ), alors on a :  












++−−=+ψ−+ψ

2

a
a)a1ln(

a

1
)1()b1(
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2
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2

a
a()a1ln(
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D’après la question B-1)  : 
3

a2
)

2

a
a()a1ln(0

32

≤











+−−−≤  

On a 
3

a2
)

2

a
a()a1ln(

a

1
0

22

≤











+−−−≤    i.e  2b

3

2

2

b
)1()b1(0 ≤+ψ−+ψ≤  

- Montrons que ψ  est dérivable en 1 

pour [ ]0;b
2
1−∈  ; 2

3
2

2
b b)1()b1(0 ≤+ψ−+ψ≤   

en divisant par )0b(b ≠ on a 0
2

1

b

)1()b1(
b

3

2
≤+

ψ−+ψ
≤  

En passant aux limites on a  : 0
2

1

b

)1()b1(
limb

3

2
lim

0b0b
≤+

ψ−+ψ
≤

→→
 

Or, par définition, )1('
b

)1()b1(
lim

0b
ψ=

ψ−+ψ
→

  ; alors 0
2

1
)1('0 ≤+ψ≤     d’où    

2

1
)1(' −=ψ  

 

 

3)  Dérivabilité de f en 1 

ψ est dérivable en 1 et 0)1(' ≠ψ    alors 
ψ

=
1

f  est dérivable en 1 

- Calcul de )1('f  

On a    
)x(

1
)x(f

ψ
=    

Alors   
2)]1([

)1('
)1('f

ψ

ψ
−=   avec 

2

1
)1(' =ψ      et     1

)1(f

1
)1( ==ψ  

d’où    
2

1
)1('f =  

- Tangente en 1x0 =  (T) :   )1(f)1x)(1('fy +−=  
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On a     (T) : 
2

1
x

2

1
y +=  

 

 

4) Courbe (C) et tangente (T) 

 

 
 

 

Partie II  : Etude de la suite (an) définie par 
!n

n
a

n

n =  

1) Etude de la monotonie de )a( n  

On a      
!)1n(

)1n(
a

1n

1n +
+

=
+

+ ,  

alors    1
n

1n

!)1n(

!n
.

n

)1n(

a

a
n

n

1n

n

1n >






 +
=

+
+

=
+

+  

Donc    an > 0 et  1
a

a

n

1n >+ .  

D’où la suite )a( n  est croissante. 

2) Montrons que *n Nnpoure)
n

1
1(2 ∈≤+≤  

- On a    n)x1(nx1 +≤+ .  

Pour 
n

1
x = ,   on a n)

n

1
1(

n

1
.n1 +≤+  ; d’où n)

n

1
1(2 +≤  

- On a x)x1ln( ≤+ , ce  qui implique xex1 ≤+  

pour 
n

1
x =  ,   on a n/1e

n

1
1 ≤+  e)e()

n

1
1( nn/1n =≤+⇒ .  

D’où    *n Nnpoure)
n

1
1(2 ∈≤+≤ .  
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3) Démontrons que pour tout n
n

n ea2;6n ≤≤≥  

Pour n = 6 ;  43,403eet8,64a;642 6
6

6 ===  6
6

6 ea2 ≤≤⇒  

Supposons que pour le rang n (n > 6) : n
n

n ea2 ≤≤  

On a    n

n

n

n1n

1n a
n

1
1a

n

1n

!)1n(

)1n(
a 







 +=






 +
=

+
+

=
+

+     (d’après partie II 1°) 

et    e)
n

1
1(2 n ≤+≤   (d’après question 2) 

puis    n
n

n ea2 ≤≤     (d’après l'hypothèse de récurrence) 

En multipliant membre à membre, on a  1n
n

n1n ea)
n

1
1(2 ++ ≤+≤  

D’où    1n
1n

1n ea2 +
+

+ ≤≤  donc c’est vraie pour (n+1) 

Conclusion   pour n
n

n ea2,6n ≤≤≥ . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  


