@ QC‘MC mad  un programme pour améliorer I’éducation a Madagascar
Série C - session 2010 : probléme 2 - corrigé

Partie I : A - Etude de la fonction f
1) Ensemble de définition de f

X1 Gi0<x<1,f0)=0 et f1) =1
In(x)

Comme X % est définie sur 0;1[, alors D¢ =[0,1]

f est définie par f(x) =

2) Continuité de f en O et en 1
Rappel : f est continue en xg =0 si Iim+ f(x) = f(0)

X0
. (x-1) .
Ona lim =0 et f(0) =0, donc f est continue en O
x-0" Inx
Pour I'étude de la continuité en 1, calculons lim f(x)
X1
Onafix)=X"1-_1
Inx Inx

x-1
. . . . . Inx-In1
Soit la fonction g: x - InXx, g est dérivable en xp =1,et g'(1) = lim 1
Xx-1" X-
' 1 ) D 1
or g'(x)=— etg'1)=1dou lim f(x) = —=1,
X X1 lim =%

X1

Comme f(1) =1, alors f est continue en 1

3) Dérivabilité de f sur |0,1]

Les fonctions x > x —1et X = Inxsont dérivables sur |0,1[ et Inne s'annule pas sur |0,1],
Comme f est le quotient de 2 fonctions dérivables alors f est dérivable sur |0, 1

Expression de f'(x)

(x=1)'Inx = (x =1)(Inx)' |nX—(x—1)l
ona f'(x) = _ X
(In X)2 (Inx)2
doti f'(x) = {ln(x)_“l}: H(x)
(Inx)? x| (Inx)?

4) Variation et signe de H
- Etude de la variation de x — H(x) = 1 1+Inx sur ]0,1],
X

ona H'(x)=—i2+lzx_21
X X X

Onasg(H'(x))=sg(x-1).
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D'ol pour tout x [ ]0;1], (x =1) <0 ce qui implique H'(x) < 0 sur ]0,1].

Donc H est strictement décroissante sur |0,1],

- Signe de H(x) sur |0, 1]

Comme H est décroissante sur ]0,1], on a pour tout x O ] 0;1], H(x) =H(1), or H1)=0
D'ot H(x)20  sur |0;1]

- Sens de variation de f

Ona f'(x) = H(X)z

; comme (Inx)? = 0 sur |0,1] donc sg[f'(x)] = s g[H(x)]
(InX)

Or H(x) 2 0 sur |0;1] donc f'(x) 2 0.D'ol f est strictement croissante sur |0;1]
5) Etude de la dérivabilité de f en xg =0

Rappel : f est dérivable en xq=0 si lim f(x) = f(xo0)
Xx-x0 X=Xg

existe et est finie.

Ona lim M: lim X__l
x-0t X-0 x 0% XInx

D'otl f n'est pas dérivable en xg =0

= +o00

Remarque : la courbe (C) admet une tangente verticale en x5 = 0

B - 1) Montrons que pour all [O;lJ

-(1+a) < 2a°

Ona 0< 1
1

2 2

:comme a2 >0 et1-a>0 surlo,l[,alors >0

1-a 1-a

1 <2.
-a

-Ona :L—(1+a)=
1-a

-Pour 0<as<Z , ona:-i<-asOet><l-asti, cequiimpliquels1

Dot 2— <222 e L—(1+a)s2a2
1-a 1-a

~(1+a)<2a’.

Conclusion : pour tout a lO;lJ ,ona0< . 1 3
2 3
- Montrons que pour fout a O [0;%] ; 0<-In(1-a)-(a +a7) < 2;

) 1 .
Les fonctions t > 1t -(1+t) et t> 2t2 sont continues sur [0 ,lJ, alors pour fout

a a
tojosd] ,ﬁ—(1+t)52t2 implique 0sj[1i_t—(1+t)]dtsj2t2dt
0 0

2 7° 378
Os[—ln(l—t)—(t+t—)] s{zt—}
2 3
0 0

2 3
" a a 1
D'ou OS—ln(l—a)—(a‘F?)Sz? pour aDl.O,E
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2) Montrons que pour tout b [] [ O] 0<y@+b)-y(1) +E <2 b3

La fonction W est définie par Y(t) = ﬁ = tlrltl pour t 0]0;1]

Pour tout bO[-1;0], % <1+b <1 cequiimplique (1+b)0][0,1], donc (1 +b) est bien
définie.

_yy+b-o_t _ 1 ,b_In@+b) 1.b

Alors WD) =83 " fivn) T T2 Gem) -1 12
_In(i+b) . b
b 2

b2

In1+b)-b+—

b n1+b)=b+=3

Onpose b=-a (a0d[0,1]), alorsona:
2

2
lMl+m—wﬂ)+%=—EPM1—®+a+9—]=1!4nﬂ—a)—®+9—ﬂ
a 2| a 2

Dy . a’ 2a°
D'aprés la question B-1) : 0 < {— In(1-a)-(a +—)} < =N\

2
Ona0<i|-In(t-a)- (a+a—) L2, 0 < W1 +B) - (1) + 2 < 2p2
a 3 23
- Montrons que Y est dérivable en 1
pour b 0|-1;0] ; 0 < w(1 +b) - y(1) +L< 2b2
2, WD) -y 1
b i

En passant aux limites ona : lim Eb < lim (L +b) - (1) +l <0
b-03 b-0 b 2

Y@ +b) - w(@)
b

en divisant par b (b # 0)ona = 3

Or, par définition, lim

—

=yg'(1) ;alor‘sOqu'(l)+%50 d'ol qy(l):_%

3) Dérivabilité de fen 1

P est dérivableenlet ¢'(1) #0 alors f =$ est dérivable en 1

- Caleul de f'(1)

Ona f(x) =

lIJ(X)
vy - (@) 1y = L - = =
Alors f'() = [L|J(1)]2 avec Y'(1) 5 et Q@) f(1) 1
d'ou f'(1) =%
- Tangente en Xg =1 (M: y=f"(D(x-1)+f(1)
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1 1
On N:y==x+=—
a (M:y 5X+3

4) Courbe (C) et tangente (T)

Yy
1..
4
X
0 1
n

Partie IT : Etude de la suite (a,) définie par a, = ~
1) Etude de la monotonie de (a,)

(n + 1)n+1
o) a =

na n+l (n+1)! °
n+1 I n
dlors IS R (L ) A LI n+1j .1
an nn (n+1)! n
Donc a,>0 et Sn+1 54
an
D'ot la suite (an) est croissante.
2) Montrons que 2 < (1 +%)n <e pour nON"
-Ona 1+nx < (1+x)".
Pourle, ona 1+n.ls(1+1)”;d‘ot]2£(1+l)n
n n n n

-Onaln(1+x) < x,ce quiimplique 1+x < e*

our‘le , ona 1+lse1/” :>(1+l)n S(el/n)n e
P - - -

D'ou 2s(1+l)“se pour nON™ .
n
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3) Démontrons que pour tout n>6; 2" <a, <e"
Pourn=6; 2° = 64, ag = 64,8 et eb = 403,43 = 26 < ag < e®

Supposons que pour le rang n (n>6): 2" <a, < e"

n+1)" (n+1)" 1)" S . o
Ona a1 = ((n +)1)! =[ - j ap = (1 +HJ an (d'aprés partie IT 1°)
et 2<(1 +%) "< e (d'aprés question 2)
puis 2" <a, <e" (daprés |'hypothése de récurrence)

. R 1
En multipliant membre & membre, ona 2" < (1+=)"a, < e"*!
n

Dol 2" < a1 < e donc cest vraie pour (n+1)

Conclusion pour n26, 2"<a,<e".
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