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Partie Il : LIMITES, CONTINUITE et
DERIVABILITE

Objectifs d’apprentissage Contenus Observations

e Etudier la continuité, | e Etude compléte d’une

la QGr!Vabll’lte et la fon_ctlon numérique d’une Utiliser I’étude d’une fonction

variation d’une variable réelle :

fonction. - ensemble de définition dans des problemes concrets.
. Tracgr la cqurbe: - Parité

représentative d’une

fonction. - Périodicité

- Limites et branches infinies
- Continuité en un point et
sur un intervalle
- Dérivabilité en un point et
sur un intervalle

- fonction dérivée

- opérations sur les dérivées

I. Limite
1. Introduction

Considérons un exemple réel concernant un élément radioactif dans un objet. Nous savons que les
¢léments radioactifs se dégradent (exponentiellement) au cours du temps ; par conséquent, 1’é¢lément
radioactif dans un objet disparait progressivement au cours du temps. Si 1’on note f(t) la quantité
(masse) de I’élément radioactif dans 1’objet a un instant donné t, cela signifie que la valeur
de f(t) tendra vers zéro lorsque t tend vers I’infini positif. Cela motive la définition de limite a

I’infini.

2. Definition

La limite d’une fonction, pour simplifier, c’est «vers quoi tend» la fonction.

Le plus simple est de prendre un exemple : la fonction inverse.



L
L4
j par lé, x tend vers + o

On voit bien que quand x tend vers +oo, la fonction « tend » vers 0, ¢’est-a-dire qu’elle se rapproche

de plus en plus de 0 sans jamais la toucher.

Et bien on appelle cela une limite, puisque la fonction «tend vers» quelque chose.

On note cette limite de la facon suivante :

lim = =0
x>+ X
3. Limite d'une fonction a I'infini
a) Limite infinie en oo
Définition :

On dit que la fonction f admet pour limite 4+co en +oo, si pour tout x suffisamment grand f(x) est

aussi grand que 1’on veut.

Remargue : On a une definition analogue en —co.

Exemple :

La fonction définie par f(x) = x? a pour limite +oo

lorsque x tend vers +oo.

On a par exemple : £(200) = 2002 = 40000
£(20000) = 20000% = 400 000 000

Les valeurs de la fonction deviennent aussi grandes que

I'on veut dés que x est suffisamment grand.

Valeurs de f aussi
grandes que |'on veut

1

1

1

1

1

1

1

1

1
4
LA

Pour x suffisamment grand



Si on prend un intervalle Ja ; +oo[ quelconque, toutes les valeurs de la fonction appartiennent a cet

intervalle deés que x est suffisamment grand.

Définitions :
- On dit que la fonction f admet pour limite 4+oco en 4oo si tout intervalle ]a ; 4+oo[, pour tout réel a,

contient toutes les valeurs de f(x) dés que x est suffisamment grand et on note : lirP f(x) =+
X—+ 00

- On dit que la fonction f admet pour limite —co en +oo si tout intervalle | —oo ; b[, pour tout réel b,

contient toutes les valeurs de f(x) des que x est suffisamment grand.

Notation : lim f(x) = —oo
X—+00

Remarques :
- Une fonction qui tend vers +oo lorsque x tend vers "~

400 n'est pas nécessairement croissante. |

Par exemple :

30

20 |

- Il existe des fonctions qui ne possédent pas

de limite infinie. C'est le cas des fonctions 0

sinusoidales.




Limite finie en oo

Définition :
On dit que la fonction f admet pour limite L en 4oo,

Si pour x suffisamment grand la valeur de f(x) reste le plus proche possible que I’on veut de L

Notation : li? f(x) = L.
X—+ 00

Remarqgue : On a une définition analogue en —oo.

Exemple :

La fonction définie par f(x) = 2 + %a pour limite 2 lorsque x tend vers +oco.
On a par exemple :

£(400) = 2 + ﬁ = 2,04

1
100000

£(100000) =2 +

= 2,00001

Valeurs de f aussi proches de 2
que |'on veut

Pour x suffisamment grand

Les valeurs de la fonction se resserrent autour de 2 dés que x est suffisamment grand.
La courbe de la fonction "se rapproche" de la droite d’équation y = 2 sans jamais la toucher.
Si on prend un intervalle ouvert quelconque contenant 2, toutes les valeurs de la fonction

appartiennent a cet intervalle dés que x est suffisamment grand.



Définition : Si lirp f(x) = L, la droite d'équation y = L est appelée asymptote horizontale a la
X—+ 00

courbe de la fonction f en +co.

y=L

Définition :
On dit que la fonction f admet pour limite L en +oo si tout intervalle ouvert contenant L contient

toutes les valeurs de f(x) des que x est suffisamment grand et on note : lirp f(x) =L.
X—+ 00

Remarque : On a des définitions analogues en —co.

Limites des fonctions de référence

Propriétés :

- lim x%2 = 4o, lim x2 = +oo
x—+o00 X——00

- lim x3 = 4o, lim x3 = —o0
x—+o00 X——00

- lim x™ = 400, lim x™ = +oo (pour n pair)

X—>+00 X——00
- lim x™ = 400, lim x™ = —oo (pour n impair)
X—+00 xX——00
- lim Vx =+
X—>+00
. 1 . 1
- lim ==0, lim ==0
x—+o0o X xX——o00 X

- lim e* = 400, lim e* =0

xX—+00 X——00



b) Limite d'une fonction en un réel A
Définition
On dit que la fonction f admet pour limite +co en A,

si pour tout x suf fisamment grand, f (x) est aussi grand que 1’on veut.

Exemple :

La fonction définie par f(x) = i + 1 a pour limite 4o lorsque x tend vers le nombre 3.
On a par exemple :

1
299)=—F——+1=101
f( ) 3-299 *

£(2,999) = 3 1=1001

~2,999 "
Les valeurs de la fonction deviennent aussi grandes que I'on veut des que x est suffisamment proche
de 3.
La courbe de la fonction "se rapproche"” de la droite d’équation x = 3 sans jamais la toucher.
Si on prend un intervalle ]a ; +oo[ quelconque, toutes les valeurs de la fonction appartiennent a cet

intervalle dés que x est suffisamment proche de 3.

Valeurs de f aussi grandes
que |I'on veut

¥mmmmmmmmmmmmmmmmmmeee o TTTE

Pour x suffisamment 3
proche de 3 :




Définition : Si: lin}qf(x) = +o00 ou lin}lf(x) = —oo, la droite d'équation x = A est appelée
xX— X—

asymptote verticale a la courbe de la fonction f.

r=A

Définitions :

- On dit que la fonction f admet pour limite +co en A si tout intervalle Ja; +oo[, a réel, contient

toutes les valeurs de f(x) dés que x est suffisamment proche de A et on note : lirr}1 f(x) = +oo.
X—

- On dit que la fonction f admet pour limite —co en A si tout intervalle |—oo; b[, b réel, contient

toutes les valeurs de f(x) dés que x est suffisamment proche de A et on

note : lim f(x) = —oo.
x—A

Limite a gauche, limite a droite :

Exemple :

Considérons la fonction inverse définie sur R* par
1

f&) =~

La fonction f admet des limites différentes en 0 suivant

les valeurs de x :

x>0o0ux<O.

e Six > 0: Lorsque x tend vers 0, f(x) tend vers +oo
et on note :

}Ci_r;r(l) f(x) =4o0o0u xlirglJrf(x) = 400,
x>0

On parle de limite a gauche de 0

e Six < 0: Lorsque x tend vers 0, f(x) tend vers —oo

et on note :

0



lim f(x) = —co0ou lim f(x) = —oo.
x—0 x—-0~
x<0

On parle de limite a droite de 0.
Méthode : Déterminer graphiquement des limites d'une fonction
On donne ci-dessous la représentation graphique de la fonction f.

a) Lire graphiquement les limites en —oo, en 400, en —4 et en 5.

b) Compléter alors le tableau de variations de f.

X —00 —4 2 5 + o0
f(x)
25
20
15
10
5 ﬁ‘
-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5/ 6 7 8
-5
Correction
a) e lim f(x)=5 lim f(x)=5
X——00 xX—+0oo

La courbe de f admet une asymptote horizontale d’équation y = 5 en —oo et +oo.

e lim f(x) =+o0
x—->—4

La courbe de f admet une asymptote verticale d’équation x = —4.

e lim f(x) =+4ocoet lim f(x) = —
x—5~ x-5%



La courbe de f admet une asymptote verticale d’équation x = 5.

b) Tableau de variation

£ / \ /

4. Opérations sur les limites

a) Utiliser les propriétés des opérations sur les limites

le nombre a désigne +oco, —oo ou un nombre reel.

SOMME
lim £ (x) = L L L +00 —oo +00
lim glx) = L +00 —o0 +00 —o0 —o0
limf)+g(x) =L+ L | +o —oo +o0 —o0 | F.L*

* Forme indéterminée : On ne peut pas prévoir la limite éventuelle.




PRODUIT (oo désigne +oo ou —oo)

lim f(x) = L L 00 0
xX—-a
lim g(x) = L' 0 0 o0
xX—-a

)lci_r};f(x)xg(x)= LXL | o oo F.l.

!\

On applique la régle des signes pour déterminer si le produit est 4+-co ou —oo.

QUOTIENT ( oo désigne +oo ou —oo)
lim f(x) = L L # L 0 o |0
X—->a
0

. L

lim g(x) = 0 0 0 L o |0
+*

lim @ = £ o) 0 o | F.l F.1

x=a g(x) L

Voo

On applique la régle des signes pour déterminer si le produit est +oo ou —oo.

Méthode : Calculer la limite d'une fonction a l'aide des formules d'opération

Déterminer les limites suivantes : @) lim (x —5)(3+x2) b) lim 1}(‘2;
X—>—00 X -

Correction:
a) lim (x —5)(3+x?) =7
xX——00

lim x—5=—o
xX——00

lim x%2 = +odonc lim 3+ x% = 4
xX——00 X——00

Comme limite d'un produit : lim (x —5)(3 + x2) = —
X——00

1-2x

b) lim

x—-3~ x-3

=7

x—3~

lim x—3=0"
xX—3"

{lim 1-2x=1-2%x3=-5



. 5 . N
Une limite de la forme « 5> est égale a « o0 »,

. -5 . .
Donc, d’apres la régle des signes, une limite de la forme « o= est égale a « +oo »,

D’ou, comme limite d'un quotient : lim 172% _ o

x—3~ x—3

b) Cas des formes indéterminées

Comme pour les suites, on rappelle que :

Les quatre formes indéterminées sont, par abus d'écriture :
0

(o]
00 — 00 0 X oo — he
0 0

Méthode : Lever une forme indéterminée a 1’aide de factorisations (1)

Calculer: lim —3x3+2x?—-6x+1

X—+ 00

Correction
lim —3x3+2x2—-6x+1=

xX—+00

lim —3x3 = —©
. X—>+00

lim 2x? = 4oo.
X—+00

On reconnait une forme indéterminée du type "co — 0",

* Levons l'indétermination en factorisant par le mondme de plus haut degré :

2 6 1
—3x3+2x2—6x+1=x3(—3+———+—)
x x? x3

.2 . 6 1
*lim == lim - = lim = =0.
X400 X X—>+o00 X X—+oo X

Donc, par limite d’une somme :

2 6 1
lim —3+———+—=—3
i X2 | 53
2 6 1
lim —3+———+—=—3
o { x>+ x2  x3
lim x3 —+oo

xX—+0co

Donc, par limite d’un produit :

xX—+co

2 6 1
lim x3(—3+;——+—)=—oo

Soit: lim —3x3+2x?—6x+1=—00

X—+o00



Méthode : Lever une forme indéterminée a 1’aide de factorisations (2)

2x2-5x+1 ; 3x242
b) lim

6x2-5 x——oco 4x—1

Calculer: a) lim
X—>+00

Correction
a) * En appliquant la méthode précédente pour le numérateur et le dénominateur cela conduirait a une

forme indéterminée du type " =".

* Levons l'indétermination en factorisant les mondmes de plus haut degré :

5,1 5,1
2x2—5x+1_x2x2—§+p_2—§+p
6x2—5  «x2 5 5

6-2 6-2

. 5 . 1 . 5
* lim == lim = = lim 5 =0.
x>+ X xX—+o00 X x>+ X

Donc, comme limite de sommes :

1 5
lim 2——+—=2 et lim 6——=6
X—>+00 x  x2 X—>+00 x2

* Donc, comme limite d’un quotient :

5
2tz 2
lim =—==
xX—+00 6 — i 3
xZ

. . 2x%2-5x+1 1
Soit: lim =——=-.
x—+00 6x=5 3

b) « Il s'agit d'une forme indéterminée du type " % "

* Levons l'indétermination en factorisant les mondmes de plus haut degré :

2 2
3x2+2 x2 3tz 3+
4x—-1 x  ,_1 1

X X

.1 . 2
* lim == lim =0
X——00 X xX——00X

Donc, comme limite de sommes :

2 1
lim 3+—2=3 et lim 4——=4
X

X——00 X——00 X

* Donc, comme limite d’un quotient :




* De plus, llm x = —oo, donc, comme limite d’un produit :
—00

lim x X

X——00

. . 3x2+2
Soit: lim =222 = —wo

x——oco 4x-—1

Méthode : Lever une forme indéterminée a 1’aide de 1’expression conjuguée

Calculer:a) lim vx +1 —+/x b) lim Y12
X—+00 X5 X—5
Correction
a)* IIT Vx+1=+owet lim V/x =+
X+ X—+0o0

Il s'agit d'une forme indéterminée du type "o — 0",

* Levons l'indétermination a l'aide de I'expression conjuguée :

Vi +1-vVx)(Vx +1+x)
Ve +1+x

_(EFD) - ()

VA l+vx

x+1—-x

VX 14X
1

T Vxtltvx

N

« Comme limite d’une somme : lim Vx + 1 + +x = +oo.

X—+00

Et donc, comme limite d’un quotient : lim

x—>+oo\/x++\/_
Soit 1ir+n Vx+1—-+/x=0.
X—>400
llm\/x— —2=4V5-1-2=0
b) e X5
) limx—-5=5-5=0
xX—5

Il s'agit d'une forme indéterminée du type "

* Levons l'indétermination a l'aide de I'expression conjuguée :
E=T1-2 (Va—1-2)(Vx=1+2)
x—5 (x=5)(Vx—1+2)
x—1—-4
T a-5(Vx-1+2)




_ x—5

_(x—S)(\/x—1+2)
1

_\/x—1+2

°lirré\/x—1+2=\/5—1+2=4
X—

.. ) 1 1
Donc, comme limite d’un quotient, on a : lim —— = -.
i q ’ xo5Vx—1+2 4

Vx—1-2 _

Soit : lim z
x—-5 4

Méthode : Déterminer une asymptote

Soit f la fonction définie sur R \ {1} par f(x) = %

Démontrer que la courbe représentative de la fonction f admet des asymptotes dont on précisera la

nature et les équations.

Correction
. . : . -2
e lim 1 — x = —oo donc comme limite d’un quotient,ona: lim — = 0.
x—+00 x—>+00 1—x

On prouve de méme que : lim — = 0.

x—>—o00 1—x
On en déduit que la droite d'équation y = 0 est asymptote horizontale a la courbe représentative de f

en +oo et en —oo,

-2

e lim 1 — x = 0% donc comme limite d’un quotient, ona : lim — = —oo
x—-1" x—1" 1-x
: _ i . . -2

Et lim 1 —x = 0~ donc comme limite d’un quotient, ona: lim — = +oo
x—-1% x—-1+t 1-x

On en déduit que la droite d'équation x = 1 est asymptote verticale a la courbe représentative de f.



Limite d’une fonction composée

Méthode : Déterminer la limite d'une fonction composée

Soit la fonction f définie surE ; +oo[ par: f(x) = /2 —i

Calculer la limite de la fonction f en +co.

Correction

Ona: lim 1 = 0, donc lim 2-1 -2

X—+oo X X—+o00 X

- . . : 1
Donc, comme limite d’une fonction composée : lim |2 — - = V2
X—+00

En effet, si x - +o0,0na: X=2—i—>2etdonc:}l(in%\/7=\/§.

Application 3: Soit la fonction f définie sur IR par f(x)= x*—2x+5. Déterminer lim f(x)

X—+00

. Continuité
1. Continuité en un point

a) Définition
On considére une fonction f définie (au moins) sur un intervalle I et xo un point de I (on peut supposer
pour I’instant que Xo n’est pas une extrémité de I). On dira que f est continue en Xo Si :
La quantité [f(x) — f(xo)| peut étre rendue aussi petite que 1’on veut si [X — Xo| est suffisamment petite.
Celas’écrit: Ve > 030> 0 VX E I, |x —Xo| <0 = |f(X) — f(x0)| < e.


http://www.jybaudot.fr/Analseconde/inifonctions.html

Regarder si f est continue en xo, revient a étudier les images réciproques d’intervalles de la forme
1f(Xo0) — &,f(x0) + €[.

c) b.) Propriétés

Soit f une fonction définie sur un intervalle | contenant a.

e festcontinue en un point asi lim f(x) = f(a)
X—a

e Ondit que f est continue a droite de a si et seulement si lim+f(x) = f(a)
X—a
e Ondit que f est continue & gauche de a si et seulement si lim+f(x) = f(a)
X—a

e fest continue sur I’intervalle | si f est continue en tout point a de I.

e Toute fonction polyndme est continue sur R.

e Toute fonction rationnelle est continue sur tout intervalle inclus dans son ensemble de
définition.

e Les fonctions sinus et cosinus sont continues sur R.

e La fonction racine carrée est continue sur [0;+oco[ .

d) Prolongement par continuité

Si xo € Df, alors f n’est pas continue en Xo (f(x0) n’existe pas).

Il se peut que f admet une limite finie en xo, on dit alors que f est prolongeable par continuité en Xo et
la fonction y définie par :

g(x) F7(x) pour x # Xo

gooT Jim £ (x)

Cette fonction s’appelle prolongement par continuité de f en Xo

_ x%-3x+2

Exemple : Soit f(X)=—————
X-2

Montrez que f est prolongeable par continuité en 2 et déterminer son prolongement par continuité en g.

X-2#£0 = %x£2

Df =] -o0 ; 2[U]2 ; +oo[

f n’est pas continue en xo=2 car 2¢ Df

2
, o x%-3x+2_0
lim fO) =M=



. e (x=2)(x-1) — 1 - fini
}Cl_rg f(x)= )lclzg o 1 : finie
Alors, f est prolongeable par continuité en 2

x2-3x+2

g(x) =2
92 =1

2. Continuité sur un intervalle

f est continue sur I’intervalle | si f est continue en tout point a de .

Siu et v sont continues sur I’intervalle I, alors u + v, u x v et u" (n entier naturel non nul) sont continues

sur l.

u - - AY 7 - -
— est continue sur les intervalles ou elle est définie.
\%

Application 4: Soit f la fonction numérique définie par : {956

f sur son ensemble de définition.

I11. Dérivabilité

1. Dérivabilité en un point

On dit que f est dérivable en Xo ; Xo € Df si et seulement si :

fx)-f
lim 10-1Xe) (XO)
x-x0  X-X(

existe et finie

2 —1six

— X Six

< 2.Etudier la continuité de
> 2

Dans ce cas, on 1’appelle (la limite) dérivée de f en xo, que 1’on note f”(xo).

On pose X-Xo = h, soit Xx=Xo+h. Si x—0 alors h—0
D’ou la définition équivalente :

f est dérivable en xo si et seulement si :

f —
lim (x)—f(xo) existe et finie
h-0 h

o fest dérivable a gauche de Xo si et seulement si :

lim foo-1(x)

existe et finie
x-x0— X=X



Dans ce cas, on la note f’g (Xo) (dérivé a gauche en xo)

e festdérivable a droite de Xo si et seulement si :

lim f(x)-f(xo)

existe et finie
x-x0+ X-X(

Dans ce cas, on la note f’q (Xo) (dérivé a droite en Xo)
= f est dérivable en xo si et seulement si elle I’est a gauche et a droite de Xo et f’g (xo)= ’d (Xo) que

I’on note tout simplement f’(xo)

Exemple : La fonction valeur absolue d’équation f(x) = x est définie sur R . On a f(x) = - x sur
I’intervalle ] - oo ; 0] et f(X) = X sur ’intervalle [ O ; +oo[ .
On obtient par calcul de limites : f;"(0) = - 1 et f4’ (0) = +1.

Ainsi la fonction valeur absolue n’est pas dérivable en 0.

2. Dérivabilité sur un intervalle
a) Définition

On dit que f est dérivable sur un intervalle | € Df si et seulement si :

f est dérivable en tout point de I, ¢’est-a-dire V xo € |, f est continue en xo.

b) Propriété

e Toute fonction polyndme est dérivable sur R.
e Lasomme et le produit, le composé des fonctions dérivables est dérivable.

e Le quotient de deux fonctions dérivables est dérivable la ou le dénominateur différe de 0.

3. Fonction dérivée
a) Définition

On définit sur 1 la fonction f: x '— f'(x) . Cette fonction f ’ est appelée la fonction dérivée de la

fonction f sur I.



b) Dérivées usuelles

Formule de dérivation

Fonction [ définie par Fonction dérivée [’ définie par
Sf(x)=c f(x)=0
f(x)=x f(x) =1
S(x)=ax fx)=a
f(x)=x" £l = nx""
f(x)=ax" £’x) = anx"™!
F&)== fw=2
X X
f(x) = v/x e
2+/x
- [ nx XS
J SuEy P =u+v)=u’+v’
f=uxvy =uxv)'=u’v+v'u
u _
f__; f’:(%) _u vv2\ u
f(x)=«/@ () = u'(x)
2.Ju(x)
f(x)=u(ax+b) f’(x)=axu'(ax+b)

Dérivées des fonctions circulaires

f(x)=sinx

f7(x)=cosx

f(x)=cosx

f’(x)=-sinx

f(x)=sin(ax + b)

f’(x)=acos(ax + b)

f(x)=cos(ax + b)

f’(x)=—asin(ax + b)

S(x)=1gx (%)= 12 =1+1g%x
COS X
f(x)=cotgx )= '—21 — A LsoEp %)
Smm- x

4. VVariation et dérivées

Soit f une fonction définie et dérivable sur un intervalle I.

f'(x) = 0 pour tout x de | =3

f’(x) >0 pour tout X de | &

f constante sur | .

f croissante sur | .




f’(x) <0 pour tout x de | o f décroissante sur I .
Si /7 (x) > 0 pour tout x de | alors f est strictement croissante sur I .

Si f” (x) < 0 pour tout x de | alors f est strictement décroissante sur |

Application 5 : Calculer le dérivé des fonctions suivantes :
o f(X)=4x3-3x°+x—7

Ix -1

7x +2

e g(x)=

e N(X) = 4sin x + cos(2x)



