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Partie 2 : Représentation

dans le plan complexe

Chapitre I : Généralité
Dans tout le chapitre, on munit le plan d'un repére orthonormé direct (0, U, V).

I. Définitions :

a et b sont deux nombres réels.

- A tout nombre complexe z = a + ib, on associe son image, le point M de
coordonnées (a ; b) et tout vecteur w de coordonnées (a ; b).

- A tout point M(a ; b) et a tout vecteur W(a ; b), on associe le nombre
complexe

Z = a + ib appelé affixe du point M et affixe du vecteur w.

On note M (z) et w(=2).

Exemple :
Le point M (3 ; 2) a pour affixe le nombre complexe z = 3 + 2i.

De méme, le vecteur w a pour affixe z = 3 + 2i.



Axe des imaginaires

2l M(3 + 24)
1
1 1
0 -
' w(3 -+ 21) 1
0 N I Axe des réels

0 w1 2 3 4 5 6

II.  Propriétés
M(z,,) et N(zy) sont deux points du plan. ©(z) et ¥(z") sont deux vecteurs du
plan.
a) Le vecteur MN a pour affixe zy — zy.

b) Le vecteur U + ¥ a pour affixe z + z'.

¢) Le vecteur ki, k réel, a pour affixe kz.

ZpmtZn

d) Le milieu I du segment [MN] a pour affixe z; =

Démonstrations :

a) On pose : M(xy ; ¥u) et N(xy 5 yn)-

Le vecteur MN a pour coordonnées (xy — Xy ; Yy — ¥a) donc son affixe est
égal a :

(xy —xp) +i(yy —Ym) = xy +iyy — (xy + iyy) = zy — Zy.

b) ¢) et d) : Démonstrations analogues en passant par les coordonnées des

vecteurs.

Autres exemples :
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III. Méthode :
Utiliser I’affixe d’un point en géométrie
On considere les points A(—2 + 3i), B(2 + 4i), C(5 + 3i), D(1 + 2i) et
E(=7).
a) Démontrer que le quadrilatere ABCD est un parallélogramme. Calculer
I’affixe de son centre.

b) Les points D, C et E sont-ils alignés ?

Correction

a) - On va démontrer que les vecteurs AB et DC sont €gaux.

Affixe de AB : z;5 = zg — 25 = 2+ 4i — (=2 + 30) = 4+
Affixe de DC : zpz = 2o —zp = 5+ 3i — (1 +20) = 4 + i

Donc AB = DC et donc ABCD est un parallé¢logramme.

- Le centre du parallélogramme est le milieu I du segment [AC]. Son affixe

est:



Zp+zo —-2+4+3i+5+3i 3+6i 3 ,
z; = = = ==+ 3i
2 2 2 2

b) On va démontrer que les vecteurs DC et DE sont colinéaires.
Afﬁxedeﬁ:zD—é =4+

AfﬁxedeD_E):Zﬁ =zp—2zp=—7—(1+2i)=-8-2i.
Donc : zzp = —2 z;z et donc DE = -2 DC.

Les vecteurs DC et DE sont colinéaires et donc les points D, C et E sont alignés.

IV. Image d’un conjugué

Remarque :

Les images M et M’ de z et Z sont symétriques par rapport a I'axe des réels.

Axe des imaginaires

1Y
———— e ——————
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Chapitre II : Module et argument d’un nombre

complexe

I. Module

1. Définition :

Soit un nombre complexe z = a + ib.

On appelle module de z, le nombre réel positif, noté |z|, égal a Va? + b2.

M est un point d'affixe z.

Alors le module de z est €gal a la distance OM.

"Axe des imaginaires
3]
M(a + ib)
2<>-- -
1]
U |Z| f— \'U‘-J —|— 02
0 - i Axe des réels
o w1 2 3 4 s

2. Propriétés :

Soit z un nombre complexe.
a) |z|* = zz b) 12| = |z| c) |—z| = |z|

Démonstrations :

a)zz = (a+ ib)(a — ib) = a® — (ib)? = a? — i’b? = a® + b? = |z|?



b) 12| = a? + (=b)% = Va2 + b? = |7|

0) |-z| = /(=a)? + (=b)? = Va? + b? = |z

Propriétés : Soit z et z' deux nombres
complexes non nuls et n entier naturel non
nul.
Produit |zZ'| = |z]||Z'|
Puissance |z = |z|™

1 1
Inverse —|=—

zl  |z|

. z) 7|

Quotient —,| = —

zl |z

Démonstrations :
- Module d’un produit :
Onpose O = arg (z) et0' = arg (2.

zz' = |z|(cos @ + isin8)|z'|(cos O’ + isinB")
= |z||Z'|((cos 0 cos 8’ — sin O sin 8") + i(sin 6 cos ' + cos O sin 6"))
= |z||Z'|(cos(8 + 8") + isin(6 + 0"))

Donc le module de zz’ est |z||Z'|.

- Module d’une puissance :
On procede par récurrence.
e Initialisation pourn = 2 : |z2| = |z X z| = |z| X |z| = |z|?, d’aprés la

propriété du produit.
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o Hérédité :

- Hypothése de récurrence :

Supposons qu'il existe un entier k > 1 tel que la propriété soit vraie :
2| = |z|*.

- Démontrons que : La propriété est vraie au rang k + 1 : |Zk+1| = |z|**1.

|Zk+1| — |ZkZ|

= |z¥||z|, d’apres la propriété du produit.

= |z|¥|z|, par hypothése de récurrence.

— |Z|k+1

e Conclusion :
La propriéte est vraie pour n = 1 et héréditaire a partir de ce rang. D'apres le

principe de récurrence, elle est vraie pour tout entier naturel n, soit : |z"| =

|z|™.

3. Méthode :
a) Calculer le module d’un nombre complexe
- -3i
Calculer:a) |3 —2i| b)|=3i] ¢ |v2+i| d
) | | b)[=31 o] | d) V2

Correction

a)|3—-2i| =32+ (-2)2=V13 b)|=31 =|-3i| =|-3||li|=3x1=3
ONZ+i|= V2 +12 =3

|-3i _ |-3i] 3

- |(\/§+i)2| B 7= 7=1

d ‘(f;iiz)z

II. Argument
1. Définition

Soit un point M d'affixe z non nulle.
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On appelle argument de z, noté arg(z) une mesure, en radians, de l'angle

(l_i;O—M)).

Axe des imaginaires

3]

2 JI(&J

1 |z|

i :

0 arg(z) Axe des réels
0 1 2 3 4 5 6

Remarques :
- Un nombre complexe non nul possede une infinité d'arguments de la forme
arg(z) + 2kn, k € Z.

On notera arg(z) modulo 2w ou arg(z) [2m]

- 0 n'a pas d'argument car dans ce cas l'angle (1_1 ; O_M) n'est pas défini.

Exemple : .
Soitz = 3 + 3i. | . .
M(3+ 3i)
Alors |z| = |3+ 3i]| =32+ 32 =18 =32 7
T Sl
arg(z) = —[2m] |3 4 3¢
4 1
7k
0 arg(3+3i) :
o w1 2 3
2. Propriétes :
Soit z un nombre complexe non nul.
M(z)
a) z est un nombre réel & arg(z) = 0[r].
b) z est un imaginaire pur < arg(z) = % []. J
c)arg(z) = —arg(z) 1 EON
d)arg(—z) =arg(z) +n i

Démonstrations :
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a) Le point M d'affixe z appartient a 1'axe des réels.
b) Le point M d'affixe z appartient a I'axe des imaginaires.

c) d) Ses résultats se déduisent par symétrie.

3. Méthode :

Déterminer géométriquement un argument
a) Déterminer un argument de chaque affixe

des points A, B et C.

b) Placer les points D et E d’affixes respectives zp et zg

telles que :

25| = 2 etarg(zp) = — 2 [27].

|zg| = 3 etarg(zg) = %Tn [27].

Correction
a) arg(z,) = 7 [2] arg(zg) = —3 [2] arg(zc) =
[ 27]

LA
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b) Le point D appartient au cercle de rayon 2 car |zp| — 7

Le point E appartient au cercle de rayon 3 car |zg| =

Propriétés : Soit z et z’ deux nombres
complexes non nuls et n entier naturel non

nul.

Produit arg(zz') = arg(z) + arg(z")

Puissance | arg(z™) =narg(z)

1
Inverse arg (E) = —arg (z)

Z
Quotient arg (?) =arg (z) —arg (')
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Chapitre 3 : Forme trigonométrique d’un

nombre complexe

I. Généralité

1. Propriété :

Soit z = a + ib un nombre complexe non nul. On pose : 8 = arg (z)

Onaalors:a = |z|cos@ et b =|z|sind.

En effet, en considérant le triangle rectangle, on a :

b = |z]| 8110 ¢, M(z)

2. Définition :

On appelle forme trigonométrique d'un nombre complexe z non nul I'écriture

z = |z|(cos @ + isinB) avec 8 = arg (2).

II. Méthode :

Passer de la forme trigonométrique a la forme algébrique et réciproquement



14

1) Ecrire les nombres complexes suivants sous forme algébrique :
. _ (s o s
a)zy = 3(cosm+isinm) b)z, = \/§(cos ( 6) + lSlTl( 6))

2) Ecrire les nombres complexes suivants sous forme trigonométrique :

a) zz = —5i €)zy =V3+i
Correction

1)a)z; =3(cosnm+isinm)=3(—14+ix0)=-3.

T i V3 1 3 V3,
b)Zz=\/§(COS(—E)+l51n(—€))=\/§ 7+l><(—§> =55

2) a) |z3| = |=5i] =5

Géométriquement (cercle trigo), on peut affirmer que : arg(zz) = — % [27].

Donc:z3 =5 (cos (— g) + isin (— g))

b) - On commence par calculer le module de z, :

1z = V3 +12=3F1=2

Zg

- En calculant —,
|Z4 |

on peut identifier plus facilement la partie réelle de z, et sa

partie imaginaire :
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On cherche donc un argument 8 de z, tel

lii .......................................................

que :
cosf@ =— et sinf =—
2 2
0 = % convient, en effet :
T 3 ¢ s T 1
cos—=— et sin—=-—
6 2 6 2
On aainsi:
Zy T[+_ m
—— =cos—+isin—
A 6 6
Et donc :

Zy = |z4] (cos%+ ising) = 2(

T T
cos—+ lsm—).

6 6
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Partie 4 : Ensemble U des nombres complexes

I. Cercle trigonométrique
L’ensemble des points du plan complexe (0, %, ¥) dont I’affixe appartient au

cercle de centre O et de rayon 1 est noté U. Ce cercle s’appelle le cercle

trigonométrique.

Propriété :
Soit z = a + ib un nombre complexe appartenant a U.

Onaalors a® + b? = 1.

II. Stabilité de U

Méthode : Prouver que U est stable par produit et passage a I’inverse

Soit z et z’ deux nombres complexes appartenant a U.

1 . \
Démontrer que zz’ et ~ appartiennent a U.

Correction
-|zz'| = |z||Z'|
=1 X 1 car z et z’ appartiennent a U.

=1
Donc le produit zz’ a pour module 1 et appartient donc a U

On dit que U est stable par produit.

car z appartient a U.
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=1

. 1 . \
Donc I’inverse ~ apour module 1 et appartient donc a U.

On dit que U est stable par passage a I’inverse.



