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Trigonométrie : équations et inéquations

cos(x + 2km) =cosx
On rappelle que quels que soient xe R et ke Z

sin(x + 2km) =sinx

sin(x+m) -sinx _
Cos(X +m) -COSX
tan(x + ) = tanx

tan(x +kn) =tanx  quel que soit keZ

tan(x + nt) = tanx

1. Equation cos x = a, ae R

. Si|a| >1, équation n'admet aucune solution

. Si |a| <1, on a une infinité de solution. En effet si & est solution, (c'est-a-dire
cosa =a), —a est aussi solution (car cos(—a) =cosa =a)
Et comme cos(a + 2kr) =cosa = a quel que soit k € Z, a + 2kn est aussi solution, de méme

que —o +2krx
En admettant que ce sont les seules solutions, on a

Théoreme :

cosx=cosa < x=a+2kr ou x=—a+2kr (keZ)

Cas général :

cos f(x)=cosg(x) <= f(x)=g(x)+2kn ou f(x)=-gx)+2kr (keZ)

Exemple :
° Résoudre 2cosx-1=0

1 T
— =COoS—
2 3

COSX =

x=£+2k7r 0ux=—£+2k7r {
3 3

SZ{%+2/€7Z’ : —%+2k7r} (k,k'e Z)
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e  Résoudre cos?(2x+ %) +2c0s(2x + %) ~3=0

Posons X = cos(2x +%)

X?2+2X-3=0
(X-1D)(X+3)=0

cos(2x + %) =1 ou cos(2x + Z) =-3

. b - -
2x+—=0+2kn > x=——"——"=knr——
3 6
cos(2k +%) =-3 n'a pas de solution
S:{kn—f, keZ}
6
2. Equation sin x = a
. Si |a| >1 pas de solution
. Si |a| <1 on a une infinité de solution

Si & est solution
Commesin(n —a) =sina, 7 —a est aussi solution, donc m—a +2kr (kK € Z) agussi
En admettant que ce sont les seules solutions on a :

Théoréme :
sinx =sin@ < x=a+2kmw ou x=w—-a+2kn (keZ)

Plus généralement
sin f(x)=sing(x)=f(x)=g(x)+2kw ou f(x)=m—g(x)+2kn (keZ)

Exemples :

o Résoudre sin(2x — %) = cos(x + %)

sin 2x -~ = cos(Xx z
o ( 3) ( +4)
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c05a=sin(g—a)
T . T T
cos(X +—) =sin(=-Xx - —
( +4) (2 4)

(1) sin(2x —5) = sin(Z - X)

2x-E X _xi2kn ou 2x-E—n-T 4 x+2kn
3 4 3 4
3x="42 2k ou x=L-Tidkn+n
4 3 3 4
ﬁ-i—an .
x=12— ou X=—+2kn+n
3 12
x=ﬁ+2—k7t ou X = 4 2kn+n
36 3 12

S={7—”+2k—”, 3% 4 okr (keZ)}

36 3 12
o 2sin2x -5sinx+2=0
o Posons X = sinx
L'équation s'écrit 2X*-5X+2=0
A=25-16=9
_5-3_1 y._8_,
4 2 4
. 1 .
sinx = = ou sinx =2
2
. 1 . T 5n
sinx===sin—-=Xx=—=+4+2kn ou X=="Z+2kn
2 6 6 6
sinx=2 n'a pas de solution

S:{%+2kﬂ : %’szn (keZ)}

3. Equation a.cosx+ b.sinx=c

Posons S =acosx+bsinx (a*>+b*#0)

On a alors S= va +b2 ————COSX + —— S|nX)

=

or a 2+ b 2_a2+b2_
Ja2 + b2 Jaz+b2 )  a2+b2

b
Ce qui signifie que OM =1 ou M est le point de coordonnées (\/azaibz i~ sz
+ vaz +

Ainsi le point M( j appartient au cercle trigopnométrique.

a
Va2 b7 " a2+ b?
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S a ) b
Soit @ = (04:OM), alors €080 =———= sinf = —
0 (0 ’O ) /a2+b2 /a2+b2

S peut s’écrire alors

S = a2+ b2(cos6cosx +sin@sinx) = va2 + b2 cos(x - 0)

y 7 . y 7 . 2 2 _ — _ — C
Et 'équation s’écrit Va2 + b2 cos(x - 0) =c ou cos(x - 6) T
. . . i _ 2 2 —_0) = — ——C
En résumé, on a: acosx+bsinx =c < Va2 +b2 cos(x - 6) = ¢ < cos(x 6)_m
cosf a4 sin 6 b t t |
avec = = ————= , etonretrouve le cas cos x = a
Va?+b? Va?+b?
Exemple :
Résoudre cosx—sinx =1
a=1letb=-1
. 1 1 2 2
CosX —sinX = 412+ (-1)2 | = cos X — —sinx | = v/2 | X= cos X — ~=sinx
V2 V2 } 2 2
g=sinn—% et —£=C05n—£

donc cosx —sinx = \/fsin(37:+x)
\/isin(x—%it) =1 équivaut a sin(x —%) 1 V2 =sin’t

22 4

Et les solutions sont les réels x tels que

X =—-—=+2kn X = 2kn

Et S={—%+2kﬂ , 2k, k,(keZ)}

4. Equation tanx = a

Théoreme :

Quel que soit le réel a, 'équation tan x = a admet toujours une infinité de solution.

Si @ est solution, « +kx est aussi solution, quel que soit k € Z, tanX =tana < X = a +kn
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Exemple :tanx-1=0

tanx =1= tanE
4

x=£+k7r , keZ
4

5. Images des solutions d’une équation

L'image d’une solution & d’une équation est le point M du cercle trigonométrique tel que (O—A; O_M) =

. . 2kn . .
> Si les solutions sont de la forme x=a+T, n>3 les images des solutions forment un
polygone régulier a n cotés inscrit dans le cercle trigonométrique.

Si n =3, on a un triangle équilatéral
Sin=4,o0naun carré,
Sin =5, on aun pentagone régulier

» sin =1, on un seul point

» sin=2,on adeux points symétriques par rapport a 'origine du repére

6. Exemples d’inéquation trigonomeétrique:

o Reésoudre 2cosx—1>0

2cosx—1=0©cosx=%

cosx > si et seulement si I'image de x appartient a I'arc (orienté) MM'

Les solutions de l'inéquation sont donc les réels x tels que

Et S=U}—%+2kﬂ , %+2k7{

keZ

o Résoudre 2sinx— V2 <0

sinx <
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x est solution de 2sinx — V2 < 0 si et seulement si son
M(3H ) '\ ‘»".E M'(g—)—[)
image appartient a I'arc (orienté) MM 4 5 4
Donc les solutions de 2sinx — V2 < 0 sont les réels x tels
que %Tn+2kn <X s94—n+2kn,aveckez | 0 }
Et|S =k€UZFT“+2kn , 97:+2k7{
O tanx > ﬁ V3
tanx = /3 si et seulement si tanx = tan =~ |
B
donc tan x > ﬁ si 'image de x appartient a 'arc MB M
Les solutions sont donc les réels x tels que
- - i 0 05
—+2kn < x< —+kn,aveck €Z
3 2
n . (T)
S = —+2kr , —+k
Et |(€LJZ[3 + 2Km > + n}
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