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Trigonomeétrie : formules trigonomeétrigues

1. Formules d’addition
Rappels:

Soient # et vV deux vecteurs.

Ona: iV =|d|.|v|- cos(@v)

_[X (X' L
Et si u[ ] et v[ j ;o UV =XxX+Yyy
y y
Soit M un point du cercle trigonométrique tel que (OA,OM) = a.

cosa

Ona:M(cosa;sina) etm( .
sina

jce qui s’écrit encore : OM = cosai + sin a;j

Considérons alors les vecteurs OM et ON tel que (OA,0M) = a et (OA,ON) =b

Alors M (cosa;sina)etN(cosb;sinb)

et OR|cosa ON cosb
sina sinb

Onaa-b=( OM;ON )
D'une part OM .ON =||OM]||.|ON||cos(a—b) (1)

D’autre part, OMON=cos a cos b + sin a sin b (2

Comme HWH = HE\TH =1,(1) et (2) donnent cos (a — b) =cos a.cos b + sina.sinb

On a donc
cos(a—b) =cosacosb +sinasinb

En remplacant b par-b, on a :
cos(a +b) = cos[a — (—b)]

= cos acos(—b) + sin asin(—b)

cos(a+b) =cosacosb —sinasinb
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Puisque sina = cos(E—a) ona:
sin(a+b) = cos(g -(a+b)) = cos[(g -a)-b]= cos(g —a)cosb + sin(g —a)sinb

=sinacosb +cosasinb (car sin(%—a)zcosa)
sin(a+b) = sinacosb + cosasinb
sin(a — b) =sin(a + (—b)) = sin a cos(—b) + sin(—b) cosa

sin(a—-b) = sinacosb —sinbcos a

Calcul de tan(a+b)

On suppose que cos(a+b) #0 et cosa.cosb#0.ona;

sin(a+b) _sinacosb+sinbcosa

tan(a + b) = - -
cos(a+b) cosacosb—sinasinb

sinacosb N sinbcosa

tan(a + b) = cosacosh cgsacpsb
cosacosbh sinasinb

Comme cosa.cosb#0,

cosacosb cosacosh

tana + tanb

"oU tan(a+b)= ——M—
d'ou (@+b) 1-tanatanb

tan a + tan(—b)
1 —tan a tan(—b)

tan(a — b) = tan[a + (=b)] =

tana - tanb

tan(a-b) = —————
( ) 1+ tanatanb

2. Formules de duplication

cos2a = cos(a+a) = cosacosa —sinasina = cos’a —sin’a , donc

cos2a = cos?a —sin?a
sin2a =sin(a+a) = 2sinacosa

2tana

tan2a=tan(a+a)=——
1-tanza
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cos2x+sin2x =1 d’ou cos?x =1-sin?x et sin?x =1-cos?x

Alors cos2a = (1—sin?a)—sin’a
cos2a=1-2sin2a

cos2a = cos?a—(1—cos?a)
cos2a=2cos2a-1

Expression de cos2a et de sin2a en fonction de tan a

. . 2sinacosa 2sinacosa
sin2a = 2sinacosa = =

1 ~ cos2a+sinza
En supposant que cosa #0, ona:
2sinacosa
sin2a - cos*a
cos?Za
. 2tana
sin2a=——
1+ tanza
cos2a-sinZa
. cos2a-sinZa 2
De méme, COS2a =cos’a-sin?a = —— - 058
cos?a+sin2a cos“a+sin“a
cos?Za
1-tanza
cos2a=—— —
1+ tanza
tan?2a — sin2a _ 2tana
cos2a 1-tanza
a
2tan—
. 2tana , 2 _ a
Comme sin2a =1t—2 alors sina = — 3 et sion pose t = tani ,ona:
+1an-a 1+tan?—
2
sina =
1+t2
a
s 1-tan2=
1-tanza 2
Comme €0S2a = ——— alors C0Sa =
1+tanza a
l1+tan2=
2
d’ou cosa= ~— B t tana = 2t
ou 1+2 © 1@
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sinZa
Et comme tan?a= .
cos?a
1+ tan?a - sin?a 1o sin’a+cos’a 1
cos?a cos?a cos?a

3. Formules de transformation d’un produit en somme

On rappelle que :

cos(a+b) =cosacosb -sinasinb (€D)]
cos(a-b) = cosacosb +sinasinb (2)
sin(a+b) = sinacosb + sinbcosa 3)
sin(a—b) = sinacosb —sinbcosa (4)

Par addition et par soustraction membre a membre,

(1)+(2) donne cos(a+b)+cos(a—-b)=2cosacosb
(2)-(1) donne cos(a-b)-cos(a+b)=2sinasinb
(3)+(4) donne sin(a+b)+sin(a-b)=2sinacosb
(3)-(4) donne sin(a+b)-sin(a-b)=2sinbcosa
Ce qui donnent
cosacosb = %[cos(a +b) + cos(a-b)]
sinasinb = —%[cos(a +b)-cos(a-b)]

sinacosb = %[sin(a +b) +sin(a-b)]

sinbcosa = %[sin(a +b)-sin(a-b)]

4. Formules de transformation d’'une somme en produit

Posons p=a+b et g=a—-b, Ona a=p;q etb:%

(1) et (2) s'ecrit COSp +Cosq = 2Cos P er 9 cos P ; 9
2)-Q) cosp—cosq=—25inp2LC'sin—p;q
(3)+(4) sinp+sinq=25inwcosu
3)-4) sinp—sinq=2cos%sin%
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