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Dérivation d'une fonction

1. Dérivabilité en un point — Nombre dérivé

1.1 Définitions

Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert | contenant xo. On dit que f est dérivable en x, si la

f(x) - f(xo)
X—=Xp

fonction X+ admet une limite finie en x,. Cette limite, lorsqu’elle existe, est appelée nombre

dérivé de fen xo ; on la note f'(x,)

. f(x)—f(x
On a donc f' (Xo) = lim M
X—>X X—Xo

f(xo +h)-f(xo)
h

ou, en posant x=xo+h, f'(Xg)= lim
h—0

Exemple: f(x)=x*+x-1
f est-elle dérivable en x,=1 ?

)= () _ O+ x=1)=(1+1-1)

lim =
x>1 X-1 X—1 X -1
. x2 +x-2
= |lim ———
x=1  X-=1
—lim (x-=1)(x+2)
X—>1 X —1
=lim(x +2)
x—1
jim 1) =1 _4

x—1 Xx-1
On a une limite finie, donc f est dérivable en 1 et f'(l) =3..
1.2 Définition équivalente

f est dérivable en X, si pour tout h tel que h appartient a |, on peut écrire

f(xg +h) =f(xg)+ah+he(h) avec lim ¢(h)=0
h—0 :

Avec cette formulation de la définition, le réel a est le nombre dérivé de f en X,

Démonstration :

—asixz0

) = [0+ = f(x0)
Soit a un réel quelconque. Considérons la fonction ¢ définie par "= h
¢0)=0

On a alors pour tout h tel que xo+h appartient a I, f(Xg +h) = f(xq) +ah + ho(h)
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f(xo +h)—f(xo) __

lim o(h)=0 équivaut a lim
h—0 h—0

Ce qui établit I'équivalence.
L'écriture f(Xg +h) = f(Xy)+ah +he(h) est appelée développement limité d'ordre 1 de f au point xo,
Remarque

Dés que I'on rencontre une écriture f(Xg +h)=a+pBh+he(h)avec h”Lno oh)=0 oy peut conclure que :
o =f(xqg), que festdérivable en xoet B =f'(Xg)
f(xg +h)=1f(xq)+f'(Xg)h+he(h) donc f(xq +h)—1(xg)—f'(Xg).h =ho(h)

Et lorsque h tend vers 0, ¢(h) tend aussi vers 0 ; ce qui fait que lorsque h est trés proche de 0, alors
f(xg +h) est aussi trés proche de f(xg)+ f'(Xg):h

L'erreur commise en prenant f(Xg)+ f'(Xg).h comme valeur approchée de f(xg +h) est

he(h) = f(xo +h) — f(xo ) - F'(X )-h

En utilisant la variable x, le développement limité de f en a s'écrit :

f(x) = f(xg) + (X0 )-(x = Xg ) + (X = Xg )(x)

La fonction x = f(Xg )+ f'(Xg).(X — X ) est la meilleure approximation affine de f au voisinage de x,

Interprétation graphique :

, |h.(p(h)| représente la distance PM. Plus M se

rapproche de A, plus la distance devient
tres petite

fla+h)

AN

"'f‘(;ji
—

0
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1.3 Interprétation géométrique du nombre dérivé

y
y=fx)
T Mx,y)
/_ jXO’f(XO) X i

Soit (£ ;) la courbe représentative d’'une fonction f et A(xq; f(xg)) et M(x, f(x)) deux points de (&) .

f(x) = f(xo)

Considérons la droite (AM) ; elle a pour pente (ou coefficient directeur) %
— A0

Si on fait tendre M vers A, x va tendre vers X, et la droite (AM) va tendre vers une position limite (T) appelée

; \ . . f(X) — f(XO )
droite tangente a la courbe au point A, et sa pente tend vers lim —————

= f'(x) (pente de (T)) :
c’est la tangente de I'angle que fait la droite (T) avec I'axe des abscisses.

—f(x
Considérons un point M(x,y) de (T), on doit avoir : tana =f'(xg) = yx—(XO)
— A0
ou Y=F"(Xg)(Xx—xXg)+f(Xg) cestléquation de la tangente (T) a la courbe (£ ;) au point A(xo;f(Xo))
Remarques

. Si f'(xo)=§ , alors

M(x, Fix,))
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+ Sif(xo ) =0, on a une tangente paralléle a 'axe des abscisses ( tangente horizontale).
. f(x)—f(x
im f)=f(xo)

e Si = fn’est pas dérivable en x,, on a une tangente paralléle a 'axe des ordonnées

« sif'a(xg)#f'g(X0), (f nest pas dérivable en xo) on a deux demi tangentes & gauche et a droite de Mo,

de pentes respectives f'g (Xp) et f'g(Xp). On dit que l'on a un point anguleux.
1.4 Dérivabilité a gauche — dérivabilité a droite

f(x)—f(x
On dit que f est dérivable a droite en x, (respectivement a gauche) si la fonction X = % admet
— A0

une limite finie quand x tend vers x,* (respectivement vers X,

Les limites lorsqu'elles existent, sont appelées respectivement nombre dérivé a gauche et nombre dérivé

a droite de xo, et notés ", (x,) et ", (x,)

. f(x)—f(x \ . f(x)—f(x
fq'(xg)= lim {0 =Txo; fg'(xg) = lim M,Iorsqu'elles sont finies
x—X%,"  X—Xg x—x,”  X—Xp

Théoréme
Pour qu’une fonction f soit dérivable en xo; il faut et il suffit que les nombres dérivés a gauche et a droite

soient finis et égaux, c'est-a-dire si :

f0-fxo) _ . f(X)=f(xo)

lim ini
Xq (finie)

x—=Xx,.  X—Xp X—>Xy X~

2. Dérivabilité sur un intervalle
2.1 Définitions

f est dérivable sur ]a,b[ si elle est dérivable en chaque point de cet intervalle.

f est dérivable sur [a,b] si elle est dérivable sur ]a,b[, dérivable a gauche en b et dérivable a droite en a.

Théoréme
Si f est dérivable en Xxo, elle est continue en xo.

Démonstration : f est dérivable en xo donc

. f(x)—f(x
lim —( )~f(xo) est un réel /
x—x," X~ Xg
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o(x)= lim M—I Si X # Xg
Posons X—>X, X=X
¢(xg)=0

Ona f(x)=[o(x)+1(x=x0)+f(xp)

Donc
lim f(x)= lim [f(xg)+e(X)(X—Xg)+I(X—Xg)]
= lim f(xg)+ lim o(X)(x—Xg)+ lim I(x—Xq)
or lim f(xg)="f(Xg) , IIm o(X)(Xx—Xg)=0et lim I(x—xg)=0

X—Xg X—>Xg X—Xg

lim f(x)="f(xq)

X—>Xq . D’ou la continuité de f en 0.

Donc
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