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Séquences 3 : Equations complexes

1. Equations du second degré dans ¢

1.1 Racine carrée dans C
1.1.1 Définition
Soit Z un nombre complexe . On dit que z est une racine carrée de Z si z2 = Z.
Tout nombre complexe non nul admet deux racines carrées opposees.
1.1.2 Détermination
Posons Z =a + ib et z = x +iy. 2= Z si et seulement si (x + iy)® = a +ib, qui est équivalent au systéme :
x*+ yz = \fm
xX*—y*=a
2xy=»b
Exemple
Calculer les racines carrées dez=3 -4 1.

Les racines carrées de 3 — 4 i se calculent par le biais du systéme :

xX*+y* = ’32 +(—4)?* (1)

¥-y'=3 (2
2xy=—-4 (3)

(1) + (2) donne 2x2 =8 , ce quidonne x = -2 ou x = 2. (3) donne y = m ,Cestadirey=10ouy=-1.
X

Les racines carrées de zsont: -2 +iet2—i.

1.2 Equation du second degré dans C

Soit (E) I'équation az?+bz+c=0o0u a, b, c sont des nombres complexes avec a non nul.

Onnote A= &2 Ile discriminant de I'équation (E) .

Si A =0, I'équation (E) admet une solution double z’ = z” = m
Si A#0 ,I'équation (E) admet deux solutions distincts :

(20) (2a)
Danscecas:az?*+bz+c=a(z-2)(z-2")
Exemple
résoudredans C z2-2z-1+2i=0

A=4(3-41i). Les racines de A sont 6122(2—1') et O, =2(—2+i)

1
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3—i —1+i

Les solutions de I'équation sont : z' = T etz’ = 5

2. Racine n-iéme d’un nombre complexe
2.1 Formule de Moivre

2.2 Racine n-iéme d’'un nombre complexe

Soit Z=r(cos o + isin o ) un complexe donné. On appelle racine n-ieme de Z tout
nombre z tel que z"= Z (n e IN).

Posons: z = p ( cos 6+ i sin 0).

Il vient: p"( cos 0+ i sinB)"=r (cos a+ i sin a).
En utilisant la formule de Moivre, on a :
p'(cosnB+isinn6)=r(cosa+isina).
Ce qui équivaut a :

n_ . p=NT
H = Tk

g, ="
Ne=o+dkn o R

ooy pon(y 2] )

En donnantakles valeurs 0, 1,2, ... (n-1), on obtient n valeurs.

On a donc:

Tout nombre complexe non nul Z = r (cos a + i sin a) admet exactement n racines n-iemes.

zk—f{ms[ﬁ EEEJ |sm['1 Eknﬂ (e[ Eﬁn]

k=0,1,..,(n1)

Leurs images sont les sommets d’'un polygone régulier a n cotés inscrit dans un cercle de centre O, de

rayon W’F

Exemple : Déterminer les racines quatriemes de i.
Racines n-iemes de l'unité

Z=1,onar=1eta=0
Donc z" = 1 admet pour solutions :
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- 2km

2kn 2k
Z,=C05 —+i§iN —=¢&
f f

e

aveck=0,1,2.. (n-1)
Propriétés des racines n-iemes de |'unité
La somme des racines n-iemes de l'unité est nulle.

Les images des racines n-iemes de I'unité sont les sommets d’un polygone régulier a n cbétés inscrit dans le
cercle trigopnométrique.

Si z est une racine n-iemes de I'unité, son inverse I'est aussi.
-Le produit des deux racines n-iémes de l'unité est une racine n-iémes de 'unité.

Exemple : racines cubiques de 1.

En faisant n = 3, on peut dire que z 3 = 1 admet trois solutions :

7, =C0% El‘m-isiﬂ 2kn
k™ 3 3

ak =0correspond : z0 = 1

z —EDS%HSH‘IE——lHE

dk =1 correspond : "1~ 3 3 7 Z
g4 dn 143
a k = 2 correspond R T T AN

91 . . 1
=C0S —+] SiN ——=-—

On convient de poser : 3 3 77 7,
dr o 4g 0957 0
alorsEDST+IS|nT_[EDST+'SMTJ =]

D’ou : Le nombre 1 a trois racines cubiques : 1, j, j2. Les images sont les sommets d’'un
triangle équilatéral inscrit dans le cercle unité.
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