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Primitives et intégrales

1. Primitives

1.1 Définition et exemples

f et F sont deux fonctions définies sur un intervalle |. Dire que F est une primitive de f sur | signifie que F
est dérivable sur | et que pour tout x de I, F'(x) = f(x).

Exemples :
. la fonction F définie par F(x) = 2x +1 est une primitive sur IR de f (x) = 2
. la fonction F définie par F(x) = x3 est une primitive sur IR de f (x) = 3 x?

1.2 Ensemble des primitives d'une fonction sur un intervalle |

Soit F une primitive sur | d'une fonction f

Pour tout réel k, la fonction G définie sur | par G(x) = F(x) + k, est dérivable sur |, et G'(x) = F'(x) ; or F'(x) =
f(x). Donc G est une primitive de f.

Réciproquement, si F et G sont deux primitives de f sur |, alors F et G sont dérivables sur | et F' =G'= f, d'ou
F-G'=0.

La dérivée de la fonction F - G est la fonction nulle. En conséquent, F - G est une fonction constante sur |
et il existe un réel k tel que G(x) = F(x) + k.

f est une fonction définie sur un intervalle .

S'il existe une primitive F de f sur |, alors,pour toute autre primitive G de f, il existe un réel k tel que

G(x) = F(x) + Kk, pour tout x de I.

Exemple

L'ensemble des primitives sur IR de f(x) = 2x-3 est prim f(x) = x*- 3x + k

Si f admet une primitive sur |, alors elle en admet une infinité.

1.3 Primitive vérifiant une condition

Soient x, €1 et y, un réel donné. Si F est une primitive de f sur |, alors il existe une unique primitive G de f
sur | telle que G(x;) = y,,.

C'est la fonction G telle que G(x) = F(x) - F(xy) + Y.

Exemple

Soit f(x) = 4x> — 2 . Déterminer la primitive F de f sur IR vérifiant F(0) = 3.

'ensemble des primitives de f est prim f(x) = x* — 2x +k. F vérifie F(0)=3, alors k =3 et F(x) = xt—2x + 3,

Toute fonction f définie et continue sur un intervalle | y admet une primitive.
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1.4 Détermination des primitives

1.4.1 Primitives des fonctions usuelles

La lecture "inverse" du tableau des dérivées donne :

Fonction f(x) Fonction F(x) Intervalle |
a, a€eR ax+k R
2
X X ik IR
2
n+1
x", neN +k R
n+1
Xr+1
r eQ—{- +k 0,’+OO
x, reQ—{-1} Tl ] [
1
= Lk 10+
X X
1
— Inx +k 10;+00[
X
e e +k R

1.4.2 Recherche de primitives : exemples
Pour la recherche des primitives nous utiliserons les propriétés suivantes :

. F et G sont des primitives respectives des fonctions f et g sur I. Alors F+G est une primitive de f+g
sur I.

. F est une primitive de f sur | et A est un réel. Alors AF est une primitive de Af sur I.

Soit f une fonction polynéme. Pour trouver une primitive de f, il suffit de trouver une primitive de chacun de
ses mondmes et de faire la somme de ces primitives.

Exemple
Soit f(x) = 3x2 + 7x - 4.

2
X
Une primitive de 3x2 est x3, une primitive de 7x est 73 et enfin, une primitive de 4 est 4x.

2
X
Donc, une primitive de f est la fonction F(x) = 3 X+ 7?+4 X

u est une fonction dérivable sur un intervalle | et u' est sa fonction dérivée.

Alors %uz est une primitive de u'.u sur I.

n 1 I .
De méme, Tlu“” est une primitive de u'.u " sur | (n €IN¥).
n
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2. Intégrales

2.1 Définition et exemple
2.1.1 Définition

On lit « somme de a a b de f(x) dx ».
a et b sont les bornes de l'intégration

la variable x est appelée variable de I'intégration. On peut la remplacer par n'importe quelle lettre car elle
n’intervient pas dans le résultat.

2.1.2 Exemple

2
Soit f(x) = 2%, une primitive de F(x) = x2, donc f f(x)dx =F(2)-F(1)=22-12=3.
1

alors [ f(x)dx =3

2.2 Propriétés

Pour tout nombre a et b et pour toute fonction f et g continue sur un intervalle I contenant a et b.
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3. Relation entre primitive et intégrale

De cette relation , In x = lnx:f dt
1

~ | =
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