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Calcul intégral : applications

1. Calcul d’aires

Soit f une fonction continue, croissante et positive sur un intervalle [a;b]

Et soit xo un élément de [a;b] et h un réel positif tel que xo+h appartient a [a;b] .
Considérons les rectangles ABCD et
ABCD.

On va appeler A(xo) l'aire du domaine

délimité par la courbe C; laxe des f(xs+h)
abscisses, et les droites d’équations x = a £(X,)
et X = Xo.

A(xoth) est donc laire du domaine
délimité par la courbe C; laxe des
abscisses, et les droites d’équations x = a f(a)
et x= xot+h.

La partie colorié en —— a pour aire :

A(Xo+ h )-A(Xo)

Cette aire est encadrée par les aires des

A
e \
rectangles ABCD, colorié en \\\\ -
N .

et ABC’D’, colorié en

Ona:

Aire (ABCD) < A(x, +h) - A(x,) < Aire (ABC'D")

Comme Aire(ABCD) = h.f(XO) et Aire(ABCD) = h.f(XO + h) ,ona

hf(x,) <A(xg +h)—=A(X,) < hf(x, +h) . D’ou en divisant par h, qui est un nombre positif,

A(Xg +h)—=A(xq)
h

f(xq) < < f(xq +h).

La fonction f étant continue, on a ,L'L'(‘) f(xo +h)=1(xo) .

C s - . A(Xg +h)=A(xq)
Le théoréme sur les encadrements des limites nous donne ng) H = f(X,)-

Donc la fonction A est dérivable a droite en xo. A'4(Xg) =f(Xp).
De la méme fagon, on montrer que A est dérivable & gauche en x, et A'y(Xy) =f(x,)
Ce qui nous permet de dire que la fonction A est dérivable en x, et que A'(Xy)=f(Xy).

A est donc une primitive de f.

De plus A(a) = Iaf(t)dt =0, donc A est la primitive de f qui s’annule en a. Ainsi A(x)= Ixf(t)dt
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En admettant que ce résultat, établi pour une fonction continue, positive et croissante peut se généraliser a
toute fonction continue, on a le théoréme suivant :

Théoréme

Soit f une fonction continue et positive sur un intervalle [ a; b ] et C la courbe de f dans un repére
orthonormé.

Alors l'aire du domaine délimité par la courbe C de f, 'axe des abscisses, et les droites x = a et x = b, est

donnée par A :Ibf(t)dt u.a. (1 u.a=unité d’'aire)
a

3 /
M /
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A
i
o —I- ;1 2 3 4
x=a x=b

Plus généralement, si f et g sont deux fonction continues sur [ a ; b ], telles que 9(x)<f(x) pour tout x de
[ a; b], alors I'aire du domaine délimité par la courbe de f, la courbe de g, et les droites x = a et x = b, est
donnée par

A= Lb [F(t) - g(t)]dt u.a

y

x=a x=b
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Si g(x)<0 pour tout x de [ajb], on pose f(x)= 0O pour tout x de [ ab], et on a
f(x)-g(x)=0-g(x)=-9(x)=0

En utilisant le résultat précédent, I'aire du domaine délimitié par la courbe de g, 'axe des abscisses,
(courbe de f) et les droites d’équations x =a etx =b est, en u.a. :

A= Ib [0—g(t)]dt =Ib [~g(t)ldt = — jb g(t)dt

Comme g(x)<0 [ g(t)dt<Oet | g(t)dt=0

Et A=- jb g(tydt = Ub g(t)dt‘

Résumons

b b
- Si f(t)>0 pour tout t de [a;b] alors j bf(t)dt >0 et A= j f(t)dt = U f(t)dt‘

b b
-Si f(t)<0 pour tout t de [a;b], alors Ibf(t)dt <0 et A= —L f(t)dt = Ua f(t)dt‘

Ainsi
Théoréme

Si f est une fonction continue et garde un signe constant sur un intervalle [ a ; b ] et C la courbe de f dans
un repére orthonormé

Alors l'aire du domaine délimité par la courbe C de f, 'axe des abscisses, et les droites x = a et x = b, est

b
donnée par A = L f(t)dt| u.a.

Si f est alternativement positive et négative sur [a; b ], on divise lintervalle [a;b] en sous-intervalles sur
chacun desquels f garde un signe constant. On calcule I'aire sur chacun des sous-intervalles et et on fait la
somme de ces aires.

+

ff(t)dt

'[Cf(t)dt

a

+

Lef(t)dt

+

j:f(t)dt‘

Ainsi, I'aire des domaines hachurés est donnée, en u.a, par: A =‘
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