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Séquences 3 : Equations complexes

1. Equations du second degré dans ¢

1.1 Racine carrée dans C
1.1.1 Définition

Soit Z un nombre complexe . On dit que z est une racine carrée de Z si z> = Z.

Tout nombre complexe non nul admet deux racines carrées opposees.

1.1.2 Détermination

Posons Z =a + ib et z = x +iy. 2= Z si et seulement si (x + iy)? = a +ib, qui est équivalent au systéme :

x> +y*=+a*+b?
xX*—y*=a
2xy=b

Exemple
Calculer les racines carrées de z=3 -4 i.

Les racines carrées de 3 — 4 i se calculent par le biais du systéme :

¥+yi= (32+(—4)? ()

*—y*=3 (2
2xy=—4 (3)

(1) + (2) donne 2x2 =8, ce qui donne x =-2ou x = 2. (3) donne y = _—) ,Cestadirey=1ouy=-1.
X

—
N

Les racines carrées de zsont: -2 +iet2 —i.

1.2 Equation du second degré dans €

Soit (E) 'équation az2+bz+c=00uUa, b, c sont des nombres complexes avec a non nul.

Onnote A= 0? lediscriminant de I'équation (E) .

Si A =0, I'équation (E) admet une solution double z’ =z2"= —

(2a)
Si A#0 ,I'équation (E) admet deux solutions distincts :
,_ —b—d {7 = —b+0
(2a) (2a)

Danscecas:az*+bz+c=a(z-2)z-2")
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Exemple

résoudredans €C z2-2z-1+2i=0

A =4(3-4i). Les racines de A sont 61=2(2—i) et &, =2(—2+i)

3
Les solutions de I'équation sont : z’ = T etz’=

2. Racine n-iéme d’un nombre complexe

2.1 Formule de Moivre

Exemple
T, T 3_ T T _ /L | A
(cos g ‘tisin )" = (cos3. 6 +isin 3. 6 ) = (cos 5 tisin T ) =1

2.2 Racine n-iéme d’'un nombre complexe

Posons: z = p ( cos 0+ i sin 0).

Il vient: p"( cos 6+ i sin®)"=r (cos a+ i sin a).
En utilisant la formule de Moivre, on a :
p"(cosn O+ isinn®) =r(cosa+isin a).

Ce qui équivaut a :

p=1r
5=E+2k_ﬂ:
=N NN
o, Ekﬂ]
zk=ﬁ[ms[%+%}isin[ﬁ+%ﬂ J_e[ f
On a donc:

En donnanta k les valeurs 0,1, 2, ... (n-1), on obtient n valeurs.
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Tout nombre complexe non nul Z = r (cos a + i sin a) admet exactement n racines n-
iemes.

IH‘J_[EDS(—+_J+|S|H{U, Ek:n:ﬂ J_E[%Hﬁ_“]

k=0,1,..,(n-1)

Leurs images sont les sommets d’un polygone régulier a n cétés inscrit dans un cercle de centre O, de

rayon %{F

Exemple : Déterminer les racines quatriemes de i.
Racines n-iemes de l'unité

Z=1,onar=1eta=0

Donc z" = 1 admet pour solutions :

2k
2kn 2kn
Ek Co0§ —+i 5N —=1¢
f n aveck=0,1,2.., (n-1)

Propriétés des racines n-ieémes de I'unité
La somme des racines n-iemes de I'unité est nulle.

Les images des racines n-iemes de l'unité sont les sommets d’un polygone régulier a n cétés inscrit dans
le cercle trigopnométrique.

Si z est une racine n-iemes de l'unité, son inverse I'est aussi.
-Le produit des deux racines n-iemes de l'unité est une racine n-iemes de 'unité.
Exemple : racines cubiques de 1.
En faisant n = 3, on peut dire que z 3 = 1 admet trois solutions :
7, =C0% 2 HlSIN 2
k 3 3

a k=0 correspond : z0 = 1

2 2 ﬁ
Z4=COS 415N —=—=+ | “—

3k = 1 correspond : | ER ER A
L4 =C0% an +1 Slﬂ | 3

3k =2 correspond : "¢ 3 3 - 7

o1 ﬁ

I:EIS—+|S|rI = —+|—

On convient de poser : J= 3 3 2 a2,

D’ou : Le nombre 1 a trois racines cubiques : 1, j, j2. Les images sont les sommets d'un
triangle équilatéral inscrit dans le cercle unité.
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