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Calculs barycentriques — Fonction vectorielle de Leibnitz

1. Lignes de niveau

On cherche I'ensemble (E) des points M vérifiant une relation donnée.

Soit A et B deux points fixes de P et k un réel donné.

1. AM = BM I'ensemble (E) est médiatrice de [AB]
2. AM =k k<0 Il'ensemble (E) est vide
k=0 E={A}
k>0 Il'ensemble E est le cercle de centre A est de rayon k.
-> -
3. AMBM=0 I'ensemble (E) est le cercle de diamétre AB.
-> o
4. AM.u =k
-> -

Soit B le point de P tel que AB = u , et H le projeté orthogonal de M sur AB. Le point M appartient a (E) si

-> - > - -
et seulement si AM.AB =k, ce qui implique AH.AB =k . D'ou AH.AB =k.

L'ensemble (E) est la droite orthogonale a AB au point H défini par AH = L .
_)

Cas particulier : L'ensemble (E) des points M vérifiant la relation AM.
en A

=0 est la droite orthogonale a AB

2. Fonction vectorielle de Leibniz

2.1 Définitions

Considérons un ensemble fini de n points fixes A1, ... , A, affectés respectivement de coefficients A4, ..., An.
On appelle systeme de points pondérés (ou massifs) I'ensemble de couples { (A1, L1), (A2, X2), ..., (An, An)}.

Considérons l'application de P dans V, qui, au point M, associe le vecteur :

n
f(M)= MMA1+AoMAS +...+ A MA, = Z AiMA;
i=1
Cette application s'appelle fonction vectorielle de Leibniz du systéme { (A1, 1), (A2, [12), ..., (An, [In)}.

Soit O un point arbitraire de P, M =MO + J} pour tout i.

n n n
Onaalors  f(M)=" 2 ( MO+OAj)= D % OAi+[Z xi] MO

2.2 Probleme
L'ensemble (E) des points M tels que m = 0 contient-il un point et un seul ?

n
Résolution : f(M) =0 si et seulement si f(O) + Z Aj MO =0.
i=1
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n
L'ensemble (E) tel que f(M) =0 estI'ensemble des points M tels que f(O) =Z Aj OM .
i=1
Discussion
1¢" cas : Si Z Aj=0 alors f(M)=f(O)=cte.
- si f(—Oi 20 , I'ensemble (E) est vide.
-si f(_OS = 6 (E) contient plus d'un point.

Z % OA;
2°me cas : Si z Aj = 0, alors f(O Z Aj OM si et seulement si OM _—f(O)—

i=1 Z le

L'ensemble E des points M tels que f(M) — 0 contient un élément G et un seul et Z Aj GAI -0

Théoréme et définition

(A, i) i=1,.n est un systéme de points pondérés

- Si Z Aj # 0, il existe un point G unique tel que Z xia{ ~0.Ce point G est appelé barycentre de (A,
i) i=1,..n- -

- Si Z Aj =0, le systeme (A;, Mi) i=1,..n N'a pas de barycentre et pour tout point M, Z A MA; = cte .

Dire que G est le barycentre de (A, Ai) i=1,..n €quivaut a dire que, pour tout point O, Z A oT, = Z A oT,

Dans le cas ou les coefficients A sont égaux, le barycentre est appelé isobarycentre.

2.3 Propriétés du barycentre

o Commutativité : le barycentre G ne dépend pas de l'ordre des points.

¢ Homogénéité : le barycentre G reste inchangé si I'on multiplie tous les coefficients par un réel non nul.

¢ Associativité : le barycentre G est inchangé si I'on remplace p points A+, ..., A, par leur barycentre G'
affecté dela somme d des coefficients (A+ ...+ A ) cette somme n'étant pas nuIIe

Comme A+ ...+ kp # 0, il existe un point G' baryoentre de { (A1, A1), .. (Ap, Ap) }, alors

2.4 Coordonnées du barycentre

Le plan P étant rapporté a un repére. Le point A; a pour coordonnées (xi, yi) dans ce repére. Soit G le
barycentre du systéme (A, Ai),i=1,....n.0Ona:
Z A Yi

ZXI OA; do ZM X
le d'ou XG _ﬁ et yG = le

Ao Z
Remarque : Soit z; I'affixe de A;, I'affixe du barycentre G est zg = L

S
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2.5 Coordonnées barycentriques

D est la droite définie par deux points A et B du plan P.
Relativement au repére ( A, AB ), la droite D est I'ensemble des points M tels que AM=tAB, t € IR, i.e.
(1—t)MA +tMB =0.

Pour tout point M de la droite D, M est le barycentre du systéme { (A, 1-t) ; (B,t)}.
Réciproquement : a tout couple (o, B), a+ =1, correspond le point M de la droite D barycentre de

{(A o), (B,B)}

Définition
Le couple unique (o, B), o+ B =1 tel que le point M soit le barycentre de { (A, a), (B, B)} est appelé couple

e
normé de coordonnées barycentriques de M relativement au repere( A , AB ).

2.6 Exemples de construction géométrique du barycentre

a ) Construire le barycentre du systeme de points pondérés { (A,-2),(B, 1)}
a ) Construire le barycentre du systéme de points pondérés { (A,2),(B,-1),(C, 3)}
On utilise la propriété d'associativité du barycentre.
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