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Transformations du plan : composée de deux

transformations

1. Composées de transformations usuelles.
1.1 Rappels

Si f est une application de E vers F et g une application de F vers G, alors gof est I'application de E dans G
qui, a tout élément x de E, associe I'élément z de G tel que gof(x) = g[f(x)]

On associe d'abord a x son image y par f, puis

£ g ay son image z par g.
e >z
gof

1.2 Composée de deux translations

Si t, la translation de vecteur u; et !, la translation de vecteur us . Alors la composée de 1, et .
est la translation de vecteur uz + uq

Donc ';%%; =+

M
—-— ——
u+v v

——

v LUy

1.3 Composée de deux homothéties de méme centre

Une homothétie de centre O et rapport k se note en général h (O, k)

La composée d'une homothétie de centre O et rapport ks et d'une homothétie de centre O et de rapport ks
est I'nomothétie de centre O et de rapport k = k+.ko.

Ce qui s'écrit h(O,k4)oh(O,k5)=h(0,kq.k2)
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1.4 Composée de deux rotations de méme centre

Soit M, I'image de M par la rotation de centre O et d'angle ©4 et M, l'image de M par la rotation de centre
Oetd'angle 62. Ona

OM,=0M
(OM ,0M,)=0,

OM,=0M

et — e e
(OM,,OM,)=0,

OM,=0OM

On a donc -
(OM,OM,)+(OM,,0OM,)=0,+0,

Théoréme
La composée de deux rotations r; etr, de méme centre O et d'angle respectifs ©4 et 02 est la rotation

de centre O et d'angle ® = ©1+05

1.5 Composée de deux réflexions d'axes d et d'
Soient d et d’ deux droites. On va noter s la réflexion d'axe d s, la réflexion d'axe d’
- Si d et d' sont paralleles :

Notons M, I'image de M par Sq, et M; I'image
de M, par S 4. M; est donc l'image de M par la
composée Sq0 Sy de S4' et Sq.

Le point M4, image de M par la réflexion d'axe
d est tel que I\TZ\ZZZnH/Tl et M, image de M,

par la réflexion d'axe d' est tel que

M, M,=2M m" .

En utilisant la relation de Chasles, on a

MM, = MM+ M, M,

m étant le milieu de [MM;] et m' le milieu de [MiM;], ona MM , =2 mM + M, m'

Or mm'=A,A, Dot MM,=2A A, .

Théoreme
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La composée de deux réflexion d'axes d et d' paralléles est la translation de vecteur A4A5 ou A; et A;
sont respectivement des points de d et d' avec (A1,A;) perpendiculaire a d.

- Si d et d’ sont sécantes d'intersection O :
Soient A; un point de d et A, un point de d'.

On reprend les notations précédentes :

SiMesten O, il en est de méme de M, et
de M.
Supposons M distinct de O.
Ona OM = OM1 = OM2, et puisque (OA) est la médiatrice

de [MM1], on a (OA1,0M4)=(OM,OA )

De méme, puisque (OA;) est la médiatrice de [M1 M2], (E&z,OMZ): (W1,OA2)

Par la relation de Chasles pour les angles, on a

(OM,OM,, )= (OM,0A )+ (OA{,0M7)+ (OM1,0A )+ (OA,,0M,)

= 2(OA1,0M1 ) + 2(OM1,0A2 )
= 2(0OA{,0A5)

OM=0M,

On a donc .
(OM ,0M,)=2(0A,,04,)

Théoréme :
La composée de deux réflexion d'axes d et d' sécants en O est la rotation de centre O et d'angle

2(0OA,0A5) ou A1 et A2 sont respectivement des points de d et d".

1.6 Composée d'une rotation et d'une homothétie de méme centre
Soit r la rotation de centre O et d'angle O et h 'homothétie de centre O et de rapport k.
Si M, est I'image d'un point M par r et M, l'image de M;par h,ona: .
OM =0M,
(OM ,0M,)=6
OM,=kOM ,

Donc OM, = k.OM et (OM ,0OM ,)=(OM ,kOM, )=6

La composée d'une rotation et d'une homothétie de méme centre est appelée similitude plane directe. Le
rapport de I'hnomothétie est le rapport de la similitude, I'angle de la rotation est I'angle de la similitude et le

centre commun est le centre de la similitude.
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2. APPLICATION RECIPROQUE
2.1 Rappel

2.2 Réciproque d'une translation

Ainsi :

Théoréme
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2.3 Réciproque d'une réflexion :

2.4 Réciproque d'une homothétie

-
=2
-
o
=
-
3
o®

2.5 Réciproque d'une rotation

-]
=
D
o
=
-
3
(]

3. ISOMETRIES

Les translations, les symétries, les rotations et les homothéties de rapports 1 sont des isométries.

Une homothétie de rapport différent de 1 n'est pas une isométrie.
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