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Etude des fonctions circulaires

1. Définitions

Soitx € R, on considére I'angle x dont la mesure en radian est x. On pose cosx =cosx,
inx

) C S
sinx=sinx et tanx =
COSX

On appelle fonction cosinus (respectivement sinus) I'application qui, a tout réel x, associe COSX
( respectivement sin x ).

lorsqu’elle est définie.

La fonction tangente I'application de IR - {X=g+kn,kez}dans IR, qui, a tout réel différent de

sin x

T o Z
—+kn, keZ, associe le réel tanx =
2 COS X

2. Périodicité
Soit p € R etftelle que f(x+ p)= f(x) pourtout x€ D,

Ona f(x+kp)= f(x) quel que soit k € Z . Le plus petit réel p strictement positif est la période de f.

Les fonctions cosinus et sinus sont périodiques de période 27, et la fonction tangente est périodique de
période 7

Remarque Soit f:x+ f(x)=tanx

f(x) n’est pas définie pour x =%, donc n’est pas définie pour x :%+ kr keZ

3. Continuité

PM < AM < AT

p/s
On montre et on admet que, pour x € }O;—{
sinx < Rx<tanx

|sinx <x< tanx|

n
Pour —5<x<0 on pose x'=—x 0

sin x'< x'< tan x' P )
sin(—x) < (—x) < tan(—x)

—sinx<—-x<-—tanx

Donc |[sin x| < |x| <|tanx|| quel que soit xe}%,%{
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Comme 0 <sinx|<[x|,ona:

lim 0 < lim |sin x| < lim |x| =0

x—0 x—0 x—0

donc lim |sin x| =0=sin0
x—0

limsinx=sin0=0
x—0

Ainsi, la fonction sinus est continue en 0.

De méme, soit g(x)=cosx=1- 23in2§
Ona:
x+—1 continue

. X .
xn—>sm§ continue

. X .
xn—>sm2§ continue en O

donc g:xH>1- 2sin’® = = cosx est continue en 0

X
2
Considérons alors un point x, € R quelconque

Posons f(x)=sinx
f est continue en X, si et seulement si X'L”Q f(x) = f(xq),donc si et seulement si X"j; (f(x)—f(x0))=0
0 0

f(x)—f(x,) = sinx —sinx, = 2cos X +2X° sin > _2X°
[f(x) — F(xo)| =[2cos =2 sin X =%o| | gin X=X
2 2 |
car cosﬂsl
2
lim [f(x) — F(xo)| < lim 2sin X~ X0)
X—>Xg X—Xo 2
or sin est continue en 0
lim sin—(X_XO) =0
lim(f(x)-f(x,))=0 donc f est continue en x,
X—Xg
Exemple :

. . ., T

limsinx=sin—=1

N 2
2

lim sinx=sin100x=0
x—100n
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La fonction sinus est donc continue sur R

Conséquence :
. ¢ : : .
o cosx =1—2sin2— donc la fonction cosinus est continue sur R
o La fonction tangente est le quotient de 2 fonctions continues donc elle est continue

sur son domaine de définition R — {% + kﬂ'} keZ

4. Dérivabilité

Résultats importants : (limites usuelles)

Pour tout X € }0;5{, 0 <sinx < X < tanx

sin x X tanx 1

. < . < . = .
sinx sinx sinx sinx

X 1

— <
sinx cosXx
sin X

X

1<

1> > COS X

. . sinx _ .
liml > lim > lim cos x
x50 x—>0 X x—0

. sinx
1>1lim
x-0 X

>1

sin x
=1

Dou lim
x—0 X

T
On obtient le méme résultat pour x € }E;O{

. -1
Calcul de lim <X 2
x—0 X
. X . X
-2sin2= sin—
lim €°8* =1 _jim 2 _jim—sin>x—2
x—0 X x—0 X x>0 2 X
2
. . cosx—1
D’ou lim——— =0
x—0 X

En appliquant ces résultats, on montre que
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. tanx . 1-cosx 1
im——=1 et I|m—2=—
x-0 X -0 X 2
Rappel :
f est dérivable en x, si et seulement
. X)— X . + h _
llm—f( URACTY est finie (lim S o 1) = f (%) est finie
x—0 X — xO h—0 h
lim sin(x, + /) —sin(x,) im sin x, cos & —sin /i cos x, —sin x, _ lim(sin Xo{cos h— 1} N sin h S XOJ iy
h—0 h h—0 h h—0 h

—I1<cosx, <1

Donc la fonction sinus est dérivable en tout point x, de R et (sin x;)'= cos x,,

lim( cos(x, + h) —cos x, j _ lim[ COs X, cos i —sin x,, sin & — cos x, J _ lim{cos( cosZ —~ lj ~ 512 b XO} _

h—0 h h—0 h h—0

La fonction cosinus est dérivable en tout point x, de R et (cosx,)'= —sinx,

Théoreme :

o Les fonctions cosinus et sinus sont dérivables sur R et quel que soit x € R
(cosx)'=—sinx
(sinx)'=cosx
. r . 7[ .

o La fonction tangente est dérivable sur R — {3 + kﬂ} k € Z car c’est le quotient de deux

fonctions dérivables et

(tanx)' =[

sinx] _ (sinx)'cosx —(cosx)'sinx _cos?x +sin®x 1

= =1+tan3x
COS X COS 2x COS 2x COS 2x

=1+tan3x

(tanx)' =
COS 2X

Théoréme :(admis)
Si u est dérivable sur R, alors X COSM(X) et Xt smu(x) sont dérivables et

[cos u(x)]' = —u'(x)sinu(x)

[sin u(x)]' =u'(x)cosu(x)

5. Variation et courbes
5.1 f(x)= cosx

o Df = R
e Périodicité, f est périodique de période 27 . On va faire I'étude sur un intervalle de longueur 27z
, par exemple [— ﬁ;ﬁ]
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o Parité : f est paire D, =[0;7]
lim £ (x) =1
lim f(x)=-1

e dérivabilité : f est dérivable sur D, et f'(x) =—sinx

X 0
—sinx ¢
1

T
P
\ Tangentes horizontales en (0,1) et (7,—1)
(x)

-1

Intersection avec l'axe des abscisses :

f(x)=0<:>COSx:O<:>x:%

Courbe

L
&
l =
o~
Lt
w
I
i
—

[

P o
-4

/f——
S
Ul
"y

5.2 f(x)= sinx

. D, =R
. Périodicité, f est périodique de période 27 .
. Parité : f est impaire D, = [0;7]
lim f(x)=0
x—0
[ )
lim f(x) =—0
X—>TT
. dérivabilité : f est dérivable sur D et f'(x) =cosx
X 0 % T T
cosx ) X Tangentes horizontales en (3,1)
1
f(x) Intersection avec l'axe des abscisses :
0 /I \ 0 f(x)=0&=sinx=0x=mrou x=0
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. Df=R—{%+kﬂ} kez

sin(—x)  sinx

f=x)= ==f(x)

cos(—x) ~ cosx

- T
f est périodique & , D, = }—;—[

2 2
T
. f est impaire donc on peut encore réduire le domaine d‘étude a D, = [0; 5{
N )I(iir?)f(x): 0
lim f(x)= , ) . T .
o Xl_)g ()= 0 donc la droite d’équation x = E est une asymptote verticale
2
o , . (sinx) cos?®x+sin2x 1
o f est dérivable sur Dret f'(x)=(tanx)'= = 2 =z
COS X Cos 2Xx COsS 2X

f'(0)=1, donc on a une

tangente de pente 1 a l'origine
f()() /I
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