Série D - session 2005 : probléme - corrigé

Probléme

. S ~x+2In(x+1) si xe ]-1,0]
Soit f la fonction définie sur ]—1;+ o[ par f(x) = _
x—1+e™ sixe[0;+mo[

1.-a) Continuité en 0

o |lim f(x)= lim —=x+2In(x+1)=0+2.0
Xx—0" x—0"

Ainsi lim f(x)=0

X—>0"

o lim f(x)= lim x-1+e™* =0-1+1

x—0" x—07"
Ainsi lim f(x)=0
x—0*

o 0e[0;+[ donc f(0)=0-1+e° =0

lim f(x)= lim f(x)=f(0) donc f est continue en 0
x—0~ x—0*

b) Montrons que lim M=letque lim f(x)_f(0)=0
x—>0"  X=0 x—»0" X-=0

o lim f(x)—f(O)= lim -X+2In(x+1)-0
x—»0- X-=0 x—0~ X
—im —142 P+ 09
Xx—0" X
Ainsi lim le

x>0~ X-0

f)-f(©) _ . x=1+e™ -0

o lim
x—0t X-=0 x—0t x-=0
—-X
) e " -1
= lim 1+
x—=0*t X
1
7_1
= lim 1+ &
x—=0% X
. 1-e*
= lim 1+
x—0* eX x
. 1-e* 1
= lim 1+ —
x—07* X eX
. 1-¢e* . e -1
lim = | - =-1

x—>0t X x—07" X



Comme lim e* =1, ona lim f6)=100) _ 0
x—>0%* x>0t X -—
lim f9-1(0) # lim f)-10) donc f n'est pas dérivable en, 0. La courbe de f
x>0~ X-=0 x—0" X-—
admet en 0 une demi tangente de pente 1 a droite a gauche et une demi tangente

horizontale en 1.

2.- a) Calcul des limites en -1 eten +o0
o lim f(x)= lim —=x+2In(x+1)

Xx—-1 Xx—-1
im (x+2)=0 donc lim 2In(x+1)=-o0
x—>—1" x——1t
lim —x=1
X—-1

Ainsi lim f(x)=-o
x—>-1

o lim f(x)= lim x-1+e™*

X—>+00 X—>+00
lim x—1=+w et lim e =0 donc lim f(x)=+cw
X—>+00 X—>+0o© X —>+00

b) Calculde f'(x)sur |-1;0

Sixe]-1,0[, f{(x)=—x+2In(x +1) , f'(x)=—1+2i
X+1
-x+1
f'(x)=
x) X+1
Tableau de signe
X -1 0
=X +1 +
x+1 ([0 +
—X +1 +
x+1

Ainsi f '(x) > 0 pour tout x € ]-1;0]

c) Calcul de f'(x) sur JO;+o [

Sixe[0;+o[,f(x)=x-1+e™% |
f'(x)=1-0+(-e™*)



f'(x)=1-e

, 1
f'(x)= 1—e—x
X —
£ (x) = e’ -1
Tableau de signe
X 0 +m

e* -1
+
e* +

e* —1
e® *

Ainsi f '(x) >0 pour tout x € ]0;+ |

d) Tableau de variation de f

x |-1 0 +m
—x+1 e* -1
() X+1 bl e*
f'(x) + +
+ oo
f(x) /'
—w

3.- lim f(x)—(x-1)= lim e™*
X —>+00 X—>+00
lim f(x)=0 donc la droite d'équation y = x-1 est asymptote a (C ) au voisinage
X —>+00
de +.



4 .- Courbe

(C)

-1 (D)

5.-a) Aire A(a)du domaine délimité par la courbe, la droite (D), et les droites
d'équtaionsx=1let x=a (a>1)

A(a) = ‘Il?f(x) —(x =1))dx

Alc) = ( j‘lae‘xdx)4
= [— e F 4

A(o) =4(et—e *)cm?

2.2cm?

b) lim (Aa))=cm?
a—>+o e
+1
6.- Pour tout entier naturel n , on pose U, =I f(x) - (x — 1) Jdx
n

a) Expression de (Un)
n+1
U, =I e *dx

n

_ [_ e‘XP”



U, = e _egn-1

U,=e™" [1—e‘1]
U, = e—”[e__l]
e

b) Montrons que (Un) est une suite géométrique

_n-1/e-1
l-Jn+1=e " 1|:T:|

e_n_l{e - 1:|
Upp1 €

U, e_n{e—l}
e

Un+l — 1
U, e
. , L, . 1 . e-1
(Un) est une suite géomeétrique de raison g = —. Son premier terme est Uy = ——
e e

7.- Soit g la réstriction de g & l'intervalle [0;+ o]
a) Pour tout x de [0;+ [ , g(x)= f(x).
Comme f est continue et strictement croissante sur [0;+ ][ , g est continue
et strictment croissante sur cet intervalle.
C'est donc une bijection de [0;+ o[ sur g([0;+ ) = {g(O);Iim g(x){ =[0;+cf, et

X—>+0
admet ainsi une réciproque g " de [0;+ [ dans [0;+w].

b) Courbe ( C') de g-! sur la figure précédente



