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Série C - session 2007 : probleme 2 - corrigé

Partie A : Etude de la fonction f
I - Etude de la fonction la fonction g
1- Variation de g

g est définie par g(x) =In(x +1)-x + X g [0, +oo[

2 3
.y . 1 2 - X3
La dérivée de g est : g'(X)=——-1+x-X° =
1+x 1+Xx
pour tout x 20, g'(x) <0 donc g est décroissante sur [O,+ oo[
- signe de g(x)

Comme g est décroissante sur [O,+ 00[ , alors pour tout x>0, g(x) <g(0),
Or g(0)=0, d'ot g(x) <0 sur [0, +oo[

XZ

2- Montrons que pour tout X =20on a : In(1+x) - x + 5 2 0
%2
Posons Od(x)=In(x+1)-x + >
2
Ona o'(x) = >0
X+1
donc ¢ est croissante sur [0 , +oo[
2
comme ¢(0)=0,0na : |n(x+1)—x+XT20
X2
En combinant Osln(x+1)—x+7 et g(x)<0
2 2 3
Ona —X—sln(x+1)—xs—x—+x—
2 2 3
En divisant par x? (x>0) _k < In+x) ~x < l.x
2 2 2 3

IT - 1-a) Continuité de f a droite de O

Ona lim f(x)= lim Md*#X) _4
X—>O+ X_>O+ X

donc lim f(x)=1=f(0), f estcontinue adroite de O
X -0"

-Dérivabilité de f a droite de O
f(x) - f(0) _ In(1+x)-x

Ona
x-0 %2
D'apres I-2) —lg lim MS lim (_l+§)
X—>0+ X2 X_,O+ 2 3
alors f4(0) = lim M:—l
X—>0+ X2 2

f est donc dérivable a droite de 0, et f4' (0) = —%

b) Tangente en x = 0 : (T): y=—§+1
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c) - Variation de h sur [0 , +oof

la dérivée de h est : h'(x) =-In(x +1)
- signe de h(x)
Ona h'(x) <0 sur [0, +e[

alors h est décroissante sur [0, +o]
Comme h(0) = 0,ona h(x) < h(0),d'ot h(x)<0
d) Dérivée de f

Ona f'(x)

_ X-(x+1In(x +1) _ h(x) et £(0) :_l
x2(x +1) x2(x +1) 2
Comme x*(x+1)20,0ona  sg[ f(x) 1= sg[ h(x) ]

D'ol f'(xX) <0 sur [0, +oo[
e) Tableau de variation de f
f est décroissant sur [O, + 00[

X
' (x)

) \. 0

Courbe(C) et tangente (T) Unité graphique 2 cm
F'y

e,
[} -b-..l H? 2 ] b
|
2- Encadrement de F(1)
D'apres I-2) —lSMS_l L
2 ) 2 3
t t2 t
Ce qui implique -—+1<f(t) s—-=+1 pour t20
2 3 2
. x, t X Xt t
En intégrant, on a jo( E+1)dtsj0f(tx)dt sj'o(? S +1dt
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2 3 2

Alors —X—+xsF(x)sX——X—+x
4 9 4
D'od, en prenant x = 1 Es F(1)< 31
4 36

Conclusion : L'aire A du domaine plan limitée par (C), I'axe Ox et les droites d'équations
x=0etx=1est A=F().4cm?

et 3cm? sAs%cm2

Partie B : Etude de la suite (U,)
I - Majoration de | f '(x) |
1- Image par f de l'intervalle I = [0, 1]
f étant décroissante sur I, on a, pour tout x de I, f(1) < f(x) < f(0) ie. In2<f(x)<1
d'ou f(I) olo, 1]
2- Montrons que |'équation f(x) = x admet une solution unique a O I.
Posons Y(x) = f(x) - x

h(x)
x2(x +1)
Comme h(x) < O (d'apres Partie IT - 1c), ¢ '(x) < O sur I. Il s'ensuit que g est continue et
strictement décroissante sur I.
Onay(0)=f(0)-0=1>0et Y)=f1)-1=1In2-1<0
D'apres le théoréme de la valeur intermédiaire, il existe un unique o de I tel que (o) = 0
D'ou f(x) = x admet une solution unique a O I,
3 - Dérivée de k : x > x3 +x% +2x - 2(x + 1)In(x + 1)
Ona K'(x) = 3x2 +2x - 2In(x +1)
- variation de k'(x) pour x > 0

Ona WP'x)=f'(x)-1= -1

6x2 + 8x
x+1
donc pour x 2 0, k "(x) 2 O, ce qui implique k ' croissante sur [0, +o [
- signe de k '(x) et de k(x)
Ona, pour x>0, k '(x)2 k '(0) avec k(0)=0. Alors k ‘(x) 2 O sur [0, + [.
La fonction k est donc croissante sur [0, +o° [, ce qui implique, k(x) 2 k(O)
Comme k(0) =0, onak (x) 20 sur [0, +e [.
4- Majoration de | f '(x) |

La dérivée de k' est k"(x)=

Ona f'(x)+l:X_(X+1)|n(X+1)+l
2 x2(x +1) 2
Ou encore f'(x) +l = ﬂ
2 x2(x+1)

Comme k(x) 20 sur [0, 1], 0ona f'(x) +% >0

D'ou —% <f'(x) <0

On en conclut que, pour tout x de I, |f'(x)|< %
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IT - Etude de la suite (U,)

1- Montrons que pour tout n O IN, U,0 I

Ona Uo OT,

Supposons que U, I et montrons que U, O I.

Comme f(I) 0[0,1], U, O T implique f(U,) O I. Donc Un; O L.
Conclusion : pour tout n 0 IN, U0 I

1
2- Montrons, que pour tout entier naturel n, |Up.q - o < 3 |Up - al.

, . , 1 ,
f est dérivable sur T et |f'(x)| < 5 alors pour tous réels aet b de T,

ona: | f(b) - f(a)ls%lb— al
onh pose a=a et b=U,

alors | f(Un) - f(a)ls%lun- a |
ce qui implique | Un+t - als%lun- a |

3- Montrons, par récurrence, que pour tout entier naturel n, |U,-a|<—
1
Pourn=0,Up=0etad]0,1[,alors |[Ug -a | s—o
2

. 1
Supposons que, pour un certainrang n, |U, -a | < —.

2n
. 1 1 1
pour un certainrangn+1, [Upy1 - o <=|U,- a|s=x—
2 2 on
c'est-a-dire [Upsy1 - af < —. Donc, c'est vrai pour n+1
2

. . 1
Conclusion : pour tout entiernatureln, |U, -a | < —

2n
4- limite de U, quand n tend vers +o
Ona: Iim|Un—0(|inmi
n - +oo n - +o 2n
Comme lim i=0 ona lim U, =a
n - +o 2” n - +o
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