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Série C - session 2008 : probleme 2 - corrigé

Partie A : Etude de la fonction f, sur [0 , +eo[.

-1
La fonction f est définie par f,'(x) =xe ™ pour x 2 0, et f,(0) = O.

1 - a) Continuité et dérivabilité de f en O.
- Continuité en 0 :

Posons - =X (pour X -~ 0" ,ona X — +)
1
Alors lim xe ™ = lim LeX= lim —1_=0.
x 0" X _ +o0 NX X _ +00 NX eX
D'ou lim f(x) =0 =f(0).
X -0
f est donc continue a droite de 0.
- Dérivabilité en 0 :
_ 1
Ona lim L(f;(()): lim e ™~ =0
x-0t X7 X0
f est donc dérivable en 0 et f '(0) = O.
b) Tableau de variation de f
1
- dérivéede f:ona f,'(x)=(1 +%)e nx
Pour x>0, (1 +#) >0d'ol f,'(x)>0
1
- limite : ona lim f(x) = lim xe ™ =+

X — +oo X - +oo

- tableau de variation

fr' () +

£1(%) /'

2 - a) variation de g sur [0 , +eo[.

La fonction g est définie par g(u) = e™ +u -1.

Ona g'(u)=-e“+1

Pour u0[0,+[, 1-e™ >0, i.e g'(u)20, d'ou g est croissante.

b) Encadrement de 1-e™.
Comme g est croissante sur [0,+o[ , on g(u) 2 g(0) pour tout uO[0,+[ ;iee"+u-120.
En combinant 1-e“30ete“+u-1200na0<¢1-e“<usur [0,+x].

c) Montrons que pour tout réel h de [0,+ o [ : O < eM+h-1< % .

pour u20,ona O<1l-e“<u
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en intégrant entre O et h (h >0),0na
h _u h
Osjo(l—e )dusjoudu

h »1h
-u h
0< [U"'e ]0 < |:7i|

0
Dol Ose_h+h—1s% pour tout h>0

1 1
d) montrons que pour x 2 0, 0<fy(x)-(x- =) < —

n 2n“X
Posons pour x>0, h=-L,

nx
1
' \ _& 1 _ 1
Alorsd'apres 2-c) Ose ™ +-=-1< =
_1
En multipliant par x (x>0),0na 0 < xe ™ +& -x < ” =
n=x
D'od 0<fh(x)-(x-L)<=L— pour tout x>0
n 2n°x
Détermination de la droite (A,) asymptote de (C,)
Ona lim fa(x)=+0 et 0= lim [f(x)=(x-1)]< lim L.
X — +00 X - +00 n X - +o0 2N°X
Comme lim - =0,
X - +00 2N“X
ona 0< lim [fy(x)-(x-1)]<0 ie. lim [f,(x)-(x-1)]=0
X — 400 n X _ +00 n

d'ol la droite (A d'équationy = x - % est une asymptote de (Cy).
e) Position relative de (C,) et (A))

Ona 0 < f,(x) - (x —%) pour tout x> 0

donc (C,) est au-dessus de (A,).

3 - Tracé de (C;) et (A;) Unité graphique: 2 cm

A
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Partie B : Etude de la suite (I,) définie I, = Jgfn (t)dt

a) Montrons que pour tout réel t+ de [0 ; 1] : (t - %) < fo(t) < t.

- D'aprés A-2-d),ona: t —% < f(t) pour tout tde [0 ; 1]

-Ona t-f(t) =t —e ™)
Pour tout t de [0 ; 1], sg [t - fu(t)]= sg(1 - e'ﬁ)
Etudions le signe de (1 - e_ﬁ)
Ona 1- e_ﬁ =1- 1;
ont

1

Pourt>0Oetn>0,onant >0 et e >1,cequiimplique 1-<1 ie1--L1->0

_1
d'otpourt >0, (1-e ")>0,alors t - fu(t) >0
En conclusion, pour tout réel t de [0 ; 1]: (t - %) < fo(t) < T.

b) Calcul de la limite de (I.)
1 1 1
Onintégre entre Oet1: | NCELIE jo f (t)dt < jot dt

[$-4],5m <[],
2 nio 2 0
I

.. . 1 _ 1 1
Ce qui implique sl =35
En passant aux limites, ona lim (3 =1)< Iim I, <1
no+o 2 N N - +oo 2
1o i 1
alors =< lim I, <=
2 ¥ T2
D'ol lim I, =21
N — +oo 2
X2 +x+1 - N
Partie C : Résolution de I'équation différentielle(E) 1 y' -y = ———e X.
X

1- Résolution de (E'): y' -y =0
C'est une équation homogeéne du premier ordre de la forme ay' + by = 0. L a solution générale est :

y = ke* ou k est une constate arbitraire
2-a) Vérifions que f est une solution de (E)

-1
X

Ona: f(x)=xe

sa dérivée fr(x)=(1+ %) e_%

alors P00 = (L + 2 -x)e
ce qui implique f'(x)-f(x)= (#) e_%

f est donc une solution particuliére de (E)
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b) montrons que (¢ + f) est solution de (E) si et seulement si ¢ est solution de (E’).
-Supposons que (¢ + f) est solution de (E)

alors (9+)'- (¢ +f)=(2txye

-1
X

_1
X

ie. (-0) + (- f) = (22xty e

comme f est solution de (E),ona¢' - ¢ = 0.

¢ est solution de (E ').

- réciproquement, supposons que ¢ est solution de (E ')

Ona: ' -9=0

de plus : £ (x) - f(x) = (22t e”

en additionnant membre a membre, on a:
(0+F)'-(p+F=(2xHe

D'ot (¢ + f) est solution de (E)
Conclusion : (¢ + f) est solution de (E) si et seulement si ¢ est solution de (E').

1
X

-1
X

c) solution générale de (E)
_1

Comme o(x)=ke et f(x)=xe x,

_1
La solution de (E) est : X > xe * +ke* ol kest une constate arbitraire
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