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Partie A 
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f x x x si x
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1.-a) Continuité de f  en 1 
1(1) (3.1 3) 0f e−= − =  
2

1 1
lim ( ) lim( 1 2ln ) 1 1 2.0 0
x x

f x x x
− −→ →

= − − = − − =  

1

1 1
lim ( ) lim(3 3) (3.1 3) 0x

x x
f x x e e

+ +

− −

→ →
= − = − =

 

1 1
lim ( ) lim ( ) 0 (1)
x x

f x f x f
+ −→ →

= = = , donc f est continue en 1. 

 

b) Dérivabilité de f en 1 

A gauche : 
2

1 1 1

( ) (1) 1 2 ln ln
lim lim lim( 1 2 )

1 1 1x x x

f x f x x x
x

x x x− − −→ → →

− − −= = + −
− − −

 

 

En posant x-1 = X, on a  x = X+1, si x tend vers 1, X tend vers 0, et 
1 0

ln ln( 1)
lim lim 1

1x X

x X

x X→ →

+= =
−

. 

Alors 
1

( ) (1)
lim 1 1 2.1 0

1x

f x f

x−→

− = + − =
−

 

A droite 1

1 1 1

( ) (1) (3 3) 3( 1)
lim lim lim( 3

1 1 1

x
x

x x x

f x f x e x
e e

x x x+ + −

−
− −

→ → →

− − −= = =
− − −

 

1 1

( ) (1) ( ) (1)
lim lim

1 1x x

f x f f x f

x x+ −→ →

− −≠
− −

 donc f n’est pas dérivable en 1. 

 

2.- a) Sens de variation de f. 

• Pour x ∈]0 ;1[, 2( ) 1 2 lnf x x x= − − , 
1 2( 1)( 1)

'( ) 2 2.
x x

f x x
x x

− += − =  

Pour x ∈]0 ;1[, (x-1)<0 , x>0 et (x+1) >0, donc f ’(x)< 0 sur cet intervalle  

 

• 1, ( ) (3 3) , '( ) 3 (3 3) ( 3 6)x x x xsi x f x x e f x e x e x e− − − −≥ = − = − − = − +  

Sur cet intervalle, 0xe− >  donc f ‘(x) est du signe de (-3x+6) 
      3 6 0 2.x si et seulement si x− + = =  

       
3 6 0 2

3 6 0 2

x si x

x si x

− + ≥ ≤
− + ≤ ≥

 

Donc f est croissante sur [ 1 ; 2] et décroissante sur [ [2;+∞  

 

b) Tableau de variations de f 
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3.- a) Pour x ∈]0 ;1[, 
2

2
"( ) 2 0f x

x
= + >  donc la courbe n’admet aucun point d’inflexion sur cet 

intervalle.  

1, "( ) (3 9) xPour x f x x e−≥ = − .  

  

  

 

 

 

 

 

 

 

f’’ s’annule et change de signe en 3. Comme  3 3(3) (3.3 3) 6f e e− −= − =  

la courbe admet comme point d’inflexion le point 3(3,3 )I e−  

.   

b) Equation de la tangente au point 3(3,3 )I e−  

L’équation de la tangente (T) au point I est '(3)( 3) (3)y f x f= − +  
3'(3) 3f e−= −  donc l’équation de (T) est 3 33 15y e x e− −= − +  

 

c) Courbe  
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Partie B 

1.-a) 
1 1 2( ) ( ) ( 1 2 ln )I f x dx x x dx
λ λ

λ = = − −∫ ∫  

Calculons 
1
ln xdx

λ∫  

Posons u’(x) =1, et v(x) = lnx 

[ ]

[ ] [ ]
[ ]

1 11

1 1

1

1
ln ln

ln

ln

xdx x x x dx
x

x x x

x x x

λλ λ

λ λ

λ

= − ⋅

= −

= −

∫ ∫

 

Et ( ) ( )
3

2 ln
3

t
I t t t tλ  

= − − − 
 

 

13

             2 ln
3

t
t t t

λ

 
= + − 
 

 

( )
34

2 ln
3 3

I
λλ λ λ λ= − − +  

 

b) ( )
0

4
lim

3
I

λ
λ

→
=  

 

2. -a) Montrons que ( )
11 1 1k

n
k

n

k k
f f t dt f

n n n n

++   ≤ ⋅ ≤   
   

∫  

On a [ ]1
; 0;1

k k

n n

+  ⊂  
 et f  est décroissante sur [ ]0;1 , 

donc ( )1k k
f f t f

n n

+   ≤ ≤   
   

, pour tout t de [ ]0;1 . 

En intégrant entre 
1k k

et
n n

+
, on a : 

( )
11

11
kk

k nn
n

k
k kn
n n

k k
t f f t dt t f

n n

++
+ +      ⋅ ≤ ⋅ ≤ ⋅      

      
∫ , 

Et ( )
11 1 1k

n
k

n

k k
f f t dt f

n n n n

++   ≤ ⋅ ≤   
   

∫  

 

b) On a pour tout entier k, 1 1k n≤ ≤ −  

( )
11 1 1k

n
k

n

k k
f f t dt f

n n n n

++   ≤ ⋅ ≤   
   

∫  

Donc :  

( )
2

1

1 2 1 1
n

n

f f t dt f
n n n n

   ≤ ⋅ ≤   
   

∫  
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( )
3

2

1 3 1 1
n

n

f f t dt f
n n n n

   ≤ ⋅ ≤   
   

∫  

……. 

( )1

1 1 1n

n
n

n

n n
f f t dt f

n n n n−
−   ≤ ⋅ ≤   

   
∫  

 

Par addition membre à membre de ces n-1 inégalités, on a  

 

( )
11 1 1

1 1 1

1 1 1kn n n
n

k
k k kn

k k
f f t dt f

n n n n

+− − −

= = =

+   ≤ ⋅ ≤   
   

∑ ∑ ∑∫  

Ou  

( )
1

1
2 1

1 1nn n
n

k kn

k k
f f t dt f

n n n n

−

= =

   ≤ ⋅ ≤   
   

∑ ∑∫  

 

( )
11

1
2 1

1 1n n

k kn

k k
f f t dt f

n n n n

−

= =

   ≤ ⋅ ≤   
   

∑ ∑∫  

 

 

c) ( )
11

1
2 1

1 1n n

k kn

k k
f f t dt f

n n n n

−

= =

   ≤ ⋅ ≤   
   

∑ ∑∫  

� D’une part          ( )1

1
2

1 n

k n

k
f f t dt

n n=

  ≤ ⋅ 
 

∑ ∫                            (1) 

o                    ( )1

1

1
( )

n

f t dt I
n

⋅ =∫   

o                
1 2

1 1 1
( )

n n

n
k k

k k
S f f f

n n n n n= =

   = = +   
   

∑ ∑  

                                       Donc  
2

1 1 1
( )

n

n
k

k
f S f

n n n n=

  = − 
 

∑  

 Ainsi 
1 1 1

( ) ( )nS f I
n n n

− ≤  

Ou 
1 1 1

( ) ( )nS I f
n n n

≤ + −  

 

� D’autre part  

( )
11

1
1

1 n

kn

k
f t dt f

n n

−

=

 ⋅ ≤  
 

∑∫                                                              (2) 
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1

1 1

1 1 1
( )

n n

k k

k k n
f f f

n n n n n n

−

= =

   = +   
   

∑ ∑  

 

Or ( ) (1) 0
n

f f
n

= =  d’où 

1

1 1

1 1n n

n
k k

k k
f f S

n n n n

−

= =

   = =   
   

∑ ∑  

Et (2) s’écrit 
1

( ) nI S
n

≤  

Alors 
1 1 1 1

( ) ( ) ( )nI S I f
n n n n

≤ ≤ +  

 

d) Calculons : 

( ) ( )3

0 0
lim lim 2 ln
t t

tf t t t t t
→ →

= − −  

( )
0

lim ln 0
t

t t
→

=   

d’où ( )
0

lim 0
t

tf t
→

=  

 

e) Ainsi on a : 
1 1 1 1

lim lim limnn n n
I S I f

n n n n→∞ →∞ →∞

      ≤ ≤ +      
      

 

( ) ( ) ( )( )
0 0

lim lim limn
n

I S I f
λ λ

λ λ λ λ
→ →∞ →

≤ ≤ +  

4 4
lim

3 3n
n

S
→∞

≤ ≤ . 

 


